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Séries Temporais

0 Considere um processo onde o valor presente
de uma série depende dos valores passados.

0O Uma série temporal € a amostragem sequencial
de uma variavel durante um intervalo de tempo,
via de regra longo, para possibilitar a
identificacao de padrdes. Pode ser obtida
analiticamente, ou tambem por simulacao
numerica, ou ainda, por medicao experimental.




Séries Temporais

A observacio de uma série temporal discreta realizada em instantes de tempo
T, T2, ... Tt ..., Tn pode ser denotada por X (71), X(72),...,X(7),..., X (7n). Neste capi-
tulo serdo consideradas apenas séries temporais discretas, onde as observacoes sido realizadas
em um intervalo fixo . Quando /N valores sucessivos da série forem analisados, sera escrito
X1, Xg, ..., X}, ..., Xy para denotar observacoes realizadas a intervalos de tempo equidistan-

tes o+ h, 7o+ 2h, ..., 70+th,..., 70+ Nh. A esperanca sera denotada F'(X) = p: a variancia

- r r b 2 = - iy Lan
serd denotada por V[X] = FE [{J\ — [) ] = ¢?; a auto-covariancia com defasagem % sera de-

notada por E [(X; — p)(Xi—r — )] = 7 e a auto-correlagdo com defasagem £ sera denotada

POT pr. = i/ Yo-




Estacionariedade

Definicao 3.1 Estacionariedade estrita [Willinger e Park 2000]. X, é estritamente estaciondrio

se [ Xiy, Xegy ooy Xeo | € [Xey ks Xigiky ooy Xt 4k| possuem a mesma distribui¢ao conjunta para

todon € N.

Na estacionariedade estrita, o processo deslocado por k, chamado X, ., e o primeiro cha-

mado X;. devem ser equivalentes.

Definiciao 3.2 Estacionariedade fraca ou de segunda ordem [Willinger e Park 2000]. A funcdo

de auto-covariancia y(r,s) = E[(X, — p)(Xs — p)] deve satisfazer a relagdo de invaridncia

y(r,s) =~(r+k,s+k) Vr,s kel




Estacionariedade
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Funcao de Auto-Correlacao

O Correlacao entre X, Y:

O A analise da funcao de auto-correlacdao de uma série ¢ muito
importante.

— Auto-Covariancia: E[(X; — p)(Xer — p)] = m
— Auto-Correlacao: Pk = T/ 0.

O indice k é o deslocamento (ou lag)



Funcao de auto-correlacao

O Para estimar a funcao de auto-
correlacao, calculamos:




Funcao de auto-correlacao

U A funcao de auto-correlacao estabelece o
coeficiente de correlacao entre um valor X da

serie € 0 .X. .

O A analise da funcdo de auto-correlacdo tem
um papel central na andlise de desempenho
de sistemas de comunicacoes.




Exerciclos

10 20
1- Calcule a func¢ao de auto-

correlagdo para a série a seguir. 1 ° 13 6
Plote o grafico da se€rie temporal e 2 5 12 3

da funcao de autocorrelacao . ) ) . )

4 27 18 13

5 5 37 2

6 4 16 1

7 5 9 10

8 16 1 2




Exerciclos

2- Calcule a fun¢ao de auto-
correlacdo para a série a 1 2080 2003 206
seguir. Plote o grafico da

10 20

2 20,65 20,37 19,65
série temporal e da funcao de
~ ~ 3 20,55 21,04 19,70
auto-correlacdo (cotagao
petr4). 4 20,52 20,80 20,30
5 20,32 20,55 20,87
6 20,34 20,49 20,76
7 20,15 19,90 20,99
8 20,66 19,86 20,30

9 20,47 20,23 20,21




Exerciclos

3- Calcule a funcao de auto- 10 20
correlagdo para a série a seguir.

Plote o grafico da serie 1 246 187 150

temporal e da funcdo de auto- 2 205 185 12

correlacao 5 214 200 105

4 2.56 2.43 1.36

5 2.49 1.24 1.67

6 1.12 1.11 2.45

7 1.74 0.89 2.93

8 211 1.03 2.36

9 2.34 0.77 244




Modelo Auto-Regressivo

3.4 Modelo Auto Regressivo

Seja X, a diferenca entre X, e p, X, = X, — p. O modelo AR(p), ou auto-regressivo, é dado
por X,=0 X1+ ...+ c,.ﬁj}j{'f_}; + a¢, onde a; € um ruido brancoe ¢y, ..., (p $A0 parimetros
do modelo. Os parimetros do modelo sdo faceis de estimar e as séries temporais podem ser
geradas de maneira simples. A funcio de auto-correlacdo decai exponencialmente, o que faz
com que o modelo possa ser representado aproximadamente por um modelo de Markov Modu-
lado [Adas 1997]. Este modelo ndo consegue caracterizar fluxos que possuam uma distribuicao

de cauda pesada.

Para identificacdo do modelo AR em uma série existente o analista deve examinar a estrutura

da funcdo de auto-correlacao da série e estimar o valor de p [Box et al. 1994]. Apods esta tarefa,

podem ser estimados os valores dos parimetros ¢, ¢o, . . ., Dp-




Modelo Méedia Movel (MA)

3.5 Modelo Média Movel

O modelo M A(q), ou médias méveis, € dado por X; = a; — 0y a,_y — ... — O,a,_,, ou seja,
o valor atual de X, é formado pela soma dos choques ponderados de ruidos aleatérios passados.

Os valores de #,, . . ., f/; sdo parimetros do modelo.

Para estimacao de parametros a partir de uma série, o analista deve estimar o valor do paré-

metro g e depois estimar os valores de 6,0, ..., 0.




Modelo ARMA

3.6 Modelo ARMA

No modelo ARM A(p, g) os valores de p e ¢ indicam respectivamente o niimero de parime-
tros no modelo AR e MA. O modelo é dado por

X, =01 Xe 4.+ 0, X p+a; —bhayy — ... — O,a, (3.1)

A estimacdo de parimetros do modelos ARMA ¢é mais dificil do que o modelo AR, e en-
volve aresolucido de equacdes ndo-lineares [Box et al. 1994]]. Na pritica podem ser examinadas

determinadas propriedades da funcio de auto-correlacdo e auto-correlacdo parcial da série na

tentativa de determinar os valores de p e ¢g. Neste modelo, solucoes analiticas sdao mais dificeis
de se obter. A geracdo da série pode ser realizada da mesma maneira mostrada nas Tabt:las

e[3.2]




Modelo ARIMA

3.7 Modelo ARIMA

O modelo ARIMA(Auto Regressive Integrated Moving Average) consiste de uma extensiao
do modelo ARM A(p. ¢) e é dado por ARIM A(p,d, q) onde V? é um operador de diferencas,
definido como VX, = (X, — X,_,). A série original é submetida ao operador de diferencas e
sobre a série diferenciada aplica-se um modelo ARMA.

No modelo ARIMA, o operador de diferencas pode ser obtido por

d
i d\ .
VX, = E () (-1) X, ;,deN (3.2)
; {
i=(}
A diferenciacdo da série normalmente é aplicada na tentativa de torni-la estacionaria.
Um exemplo de diferenciacdo ¢ mostrado na seciao @ Desta maneira, este modelo pode

ser utilizado em séries ndo estaciondrias. Uma descricdo completa do modelo é encontrada

em [Box et al. 1994 e softwares de anilise em [R Development Core Team 2005].




Modelo ARIMA

Exemplo 3.3 Considere um modelo ARIMA(1,1,1), com pardmetros ¢, = 0,101270 e f}, =
0,110472. O valor de VX, serd dado por {0,101270X,_, +a; } + {—0, 110472a,_, }. O valor
de X, pode ser obtido fazendo-se X, = VX, + X,_,. O resultado é mostrado na Tabela|3.3

A série e sua funcdo de auto-correlagdo sdo mostrados na Figura @ A funcdo de auto-

correlagdo mostra um decaimento lento, gue pode ser confundido com a ndo estacionariedade

da série ou mesmo com a presenca de caracteristicas auto-similares.




Modelo ARIMA
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Tabela 3.3: Exemplo de geracdo de uma série com modelo ARIMA.

t )‘LFE Vd)&'ﬁ Ly
1 -2,27228 -2,27228 -2,27228
2 -2,26659 0,00569 -0,01522
3 -3,71876 -1.45217 -1,45212
4 -3.84008 -0,12132 -0,13468
5 -3,55374 0,28634 0,28523
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Exerciclos

1. Recupere a série de valores historicos para do valor de
fechamento da cotacdao do dolar, com 100 valores passados.

— Esboce o grafico da série. Analise o grafico resultante.

— Esboce o grafico da fun¢ao de auto-correlagao (e auto-
correlagdo parcial). Analise o grafico resultante.

— Estabeleca uma hipodtese sobre um modelo adequado
utilizando ARIMA.

— Utilize o software R (pacote fArima) para estimar os
parametros.

— Como verificar se 0 modelo proposto ¢ adequado? (utilize
QQPLOT dos residuos)



Exerciclos

2. Suponha a série com o nimero de mortes em decorréncia da
Gripe A, em Curitiba, no inverno de 2009.

— Esboce o grafico da série. Analise o grafico resultante.

— Esboce o grafico da fun¢do de auto-correlagao (e auto-
correlacao parcial). Analise o grafico resultante.

— Estabeleca uma hipotese sobre um modelo adequado
utilizando ARIMA.

— Utilize o software R (pacote fArima) para estimar os
parametros.

— Como verificar se o modelo proposto ¢ adequado? (utilize
QQPLOT dos residuos)



1
Série — Gripe A
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1 2 1 1

2 0 4 2

3 1 6 6

4 1 7 8

5 0 4 13

6 3 6 9
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30 40 50 60

12 3 2 2
7 7 3 0
8 5 0 1
10 4 2 1
7 4 3 1
6 6 3

6 4 1




Séries Temporais — outros

modelos
0O Média Movel

— Esse metodo considera como previsao para o
periodo futuro a média das observacgoes passadas

recentes
X, + X%+ ... +x

-

Ay =
b

— O termo média movel ¢ utilizado porque a medida
que a proxima observacao se torna disponivel, a
media das observacoes ¢ recalculada, incluindo
essa observacao no conjunto de observacoes ¢

desprezando a observacao mais antiga
T



Séries Temporais — outros
modelos

O Alisamento Exponencial Simples

— Se assemelha a Média Movel por extrair das
observacoes da s¢rie temporal o comportamento
aleatorio pelo alisamento dos dados historicos.

fa=ex+ (1-a) F

— F representa a série € 0 parametro a deve estar

entre O e 1.




Séries Temporais — outros
modelos

O Alisamento Exponencial Simples

— Quanto menor o valor de o, mais estaveis serao as
previsoes, visto que a utilizacdo de baixo valor de implica
na atribuicdo de peso maior as observagoes passadas e,
conseqiientemente, qualquer flutuagao aleatoria no presente
contribui com menor importancia para a obtengao da
previsao.

— Nao ha metodologia que oriente quanto a selecao de um
valor apropriado para, sendo normalmente encontrado por
tentativa e erro.




Séries Temporais — outros
modelos

O Alisamento Exponencial Linear

— Quando o método Alisamento Exponencial Simples €
aplicado na previsdo de séries temporais que apresentam
tendéncia entre as observacoes passadas, os valores
prognosticados superestimam (ou subestimam) os valores
reais.

— ara evitar esse erro sistematico, o método Alisamento
Exponencial Linear fo1 desenvolvido procurando
reconhecer a presenc¢a de tendéncia na série de dados




Séries Temporais — outros
modelos

O Alisamento Exponencial Linear

Fow =8, +mT]
SI’ = Cak, + I:] o EZ:I(ST_I + ?;—1)
T = B(S, - S,)+(1- BT,

Onde a ¢ o peso atribuido a observagao 0<o<l

e B € o coeficiente de alisamento, 0<B<I




Séries Temporais — outros
modelos

O Alisamento Exponencial Sazonal e Linear de Winter

S, = o:;—’+ (1- &)(S,, +Ty)

2=

L= 6(5,-8,,)+(1- 60T,

A

fz = }'S_I'l'(]_y:'!z-i
4

Ft+m = (Si + mE;jEI—H:H

onde corresponde ao alisamento do fator de sazonalidade Sy ;

I é o intervalo da sazonalidade e

¥ corresponde ao peso atribuido ao fator de sazonalidade.



Séries Temporais — outros

modelos

O Modelos SARIMA:

— Arima Sazonal.

0.4

02

04

— ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)

* P,.D,Q sdo os componentes sazonais
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