Capitulo 1

Distribuicoes de Probabilidade

1.1 Introducao

Ma das abordagens mais tteis para modelagem de sistemas € a caracterizagdo de eventos
U através de distribuicdes de probabilidade. As distribui¢cdes contem muitas informacgdes
acerca de um certo evento e podem ser utilizadas para realizar a anélise de desempenho utili-
zando abordagens analiticas ou através de simulagdes. O objetivo deste capitulo € introduzir ao
leitor os principais conceitos necessarios para utilizar distribui¢des de probabilidade na mode-

lagem de sistemas.

1.2 Eventos e Probabilidade

Sejam A e B eventos. O evento de pelo menos um entre A ou B ocorra pode ser escrito por
AU B. O evento de ambos ocorrerem é chamado interse¢do de A e B, escrito por AN B (ou
simplesmente AB).

A probabilidade de um evento A é escrita por P(A). Um evento C' que sempre ocorre possui
P(C) = 1. O evento impossivel @ tem P(2) = 0. Eventos A e B sdo disjuntos se AN B = .
Para eventos disjuntos, (ou independentes), pode-se escrever P(AUB) = P(A)+ P(B). Como

caso geral, pode-se escrever

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) (1.1)

Seja € um experimento e S 0 espaco amostral associado a ele. A cada evento s, s € S,
associaremos um nimero real representado por P(s), denominado probabilidade de ocorréncia

de s, que satisfaga as seguintes propriedades: 0 < P(s) < 1le P(S) = 1;
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1.3 Variaveis Aleatorias

Considere novamente € um experimento e S o seu espaco amostral. Uma funcido X, que
associe a cada elemento de s € S um nimero real, X (s), ou simplesmente X, é denominada va-
ridvel aleatoria. Um exemplo consiste em supor como varidvel aleatéria X o numero de coroas
obtidos no lancamento de duas moedas - os resultados possiveis sdo {cara, cara},{cara, coroa},
{coroa, cara} e {coroa, coroa}, e o espago amostral possivel serd S = {0, 1, 2}.

Normalmente, sdo utilizadas letras maidsculas para denotar varidveis aleatdrias e letras mi-
nusculas para nimeros reais. Por exemplo, suponha que foi observado o trafego em um servidor
de paginas (este € o experimento). Pode-se identificar as seguintes varidveis aleatérias que des-

crevem alguns aspectos do experimento:

Tamanho do pacote (Y) : espaco amostral consiste dos nlimeros inteiros maiores ou iguais a

zero (0 <y < o0,y € Z);

Intervalo de tempo entre pacotes (W) : espaco amostral consiste dos niimeros reais maiores

que zero (0 < w < oo, w € R);

Tempo de atendimento da requisicao (Z) : espaco amostral consiste dos niimeros reais mai-

ores que zero (0 < z < 00, 2 € R);.

A expressdo {X = z} indica que a varidvel randdmica assume um valor igual ao nlimero
x. A probabilidade de ocorréncia de x é denotada por P(X = x). Permitindo a variagdo de z,
obtém-se a funcdo densidade de probabilidade da variavel aleatéria X, normalmente denotada

por

flz)=P(X =2),—c0 <z <+ (1.2)

A expressdo (X < z) indica que a varidvel aleatdria assume um valor menor ou igual a x.
Permitindo a variagdo de x, obtém-se a fungdo de distribuicado acumulada de probabilidade da

varidvel X, que pode ser escrita por

Fz)=P(X <z),—00 <z < 400 (1.3)

A funcdo densidade de probabilidade esta relacionada com a distribuicdo acumulada de

probabilidade da seguinte maneira:
F(z) = / f(z)dx,—oc0 <z < 400 (1.4)

f(z) = dixF(at), —00 < T < +00 (1.5)
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Suponha que X seja uma varidvel aleatdria continua e existe uma fun¢do de densidade de
probabilidade f(x), definida para todos os valores de z, a < z < b, com a < b. Neste caso,

pode-se escrever as seguintes propriedades:

f(z) >0, para todo x
fabf(a:)dx =1

Uma distribuicdo de probabilidade é chamada discreta caso exista um conjunto enumeravel

(1.6)

. n
de valores z1, xo, ..., 2, tais que P(X = x;) > 0, de forma que ) ., f(x;) = 1, sendo n
o numero de valores discretos possiveis. Par uma varidvel discreta, as funcdes densidade de

probabilidade e probabilidade acumulada estdo relacionadas por

j=i

F(a) =) f() (1.7)

j=1

1.3.1 Momentos, Esperanca e Variancia

O enésimo momento de uma varidvel aleatéria X € dado por

+o0o
BIX"] = /_ " () da (18)

o0
Esta equagdo descreve o momento central em torno de zero, e pode ser também escrito como

E[(X = 0)"]. O n — ésimo momento central em torno de E[X] é dado por

E[X — E[X]]" (1.9)

O primeiro momento central em torno de zero, correspondendo a n = 1 € chamado de
valor esperado (ou média) de X, e normalmente denotado por E[X]| (e muitas vezes por ).
O primeiro momento central em torno da média € zero, pois fazendo n = 1 na equacdo |1.9

obtemos

O valor esperado de uma varidvel aleatéria X significa que, se tomarmos uma quantidade

muito grande de determinacgdes de X, a média destes valores converge para E[X]. O leitor deve
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ter cuidado no uso de E[X] para o dimensionamento de sistemas; por exemplo, suponha que a
variavel aleatéria X representa um arquivo transmitido por um servidor Web como resposta a
uma solicitagdo. A varia¢do do valor de X em torno da média é uma informagdo importante e
ndo é representado por E[X].

O segundo momento central em torno da média € chamado de varidancia de X, denotado

normalmente como V' [X] ou o2 e dado por

VIX] = E[(X - E[X])’]

= [ Bx) e

o0

Normalmente o denota o desvio padrdo de X, dado por 0 = /V[X]. A variincia fornece
uma estimativa sobre a variacao dos valores observados em relacdo a esperanga. No exemplo
considerado anteriormente, onde X representa o tamanho do arquivo transmitido por um ser-
vidor, caso todos os valores observados sejam exatamente iguais & média, entdo V[X]| = 0.
Conforme a aumenta a diferenca entre os valores observados e a esperanca, o valor de V' [X]

também aumenta. Pode-se escrever a varidncia em funcdo da esperanca, da seguinte forma:

V[X] = E[(X - E[X])’]
= E[(X2 —2XE[X] + E[X]?)]
= E[X? — E2XE[X]] + E[X]
— F[X?] - 2E[X]E[E[X]] + E[X]
= F[X?] - 2E[X]* + E[X]?
= BE[X? - B[X)?

Exemplo 1: Suponha uma varidvel aleatéria X com fun¢do densidade de probabi-
lidade dada por f(z) = 3z%/a®, definida para 0 < z < a. A esperanca F|[X]

pode ser calculada através de E[X fo (322 / a®)dzx, que tem como resultado
E[X] = 3a/4. A variancia de V[X] é dada por V[X] = [(x — 1)232?%/a’dz,
que nos levaa V[X] = 2a”.

O



1.3.2 Coeficiente de Correlacao

Suponha duas varidveis aleatérias unidimensionais, denotadas por X e Y. O coeficiente de

correlagdo mede o grau de associagdo entre X e Y, dado por

E[(X - EX))(Y — E[Y]] EXY] - E[X]E[Y]

VIXIVY O ey = VIX|V[Y] (110)

Py =

O valor de p,, estd no intervalo entre -1 ¢ 1. Se X e Y forem independentes, entdo p,, = 0,
de forma que quanto mais préximo |p,,| de um maior o grau de associagdo entre X e Y.

O numerador de p,, ¢ chamado de covariancia entre X e Y, denotado por COV[X,Y| =
E[(X = EIX])(Y — E[Y]].

1.4 Principais distribuicoes de probabilidade

1.4.1 Principais Distribuicoes Continuas
Distribuicao Uniforme

A distribui¢do uniforme é uma das mais simples disponiveis. A probabilidade de ocorréncia
de um evento € constante no intervalo a, b. A funcdo densidade de probabilidade e detalhes da

distribui¢do uniforme sdo apresentados na Tabela[I.1]

8] o
D’ -
— a=-10; b=10 — a=-10; b=10
<
o @©
o o
[se}
S - g
o o
3 =
b= w
g =
D’ o
S o
o o
8 o |
o o

-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20

Figura 1.1: Distribui¢do uniforme



Tabela 1.1: Principais distribui¢cdes de probabilidade

Distribuicao Uniforme

Distribui¢ao Exponencial

Parametros

a,b
a = limite inferior
b = limite superior

Pardmetros

I
= média, ;p > 0

Limites a<z<b Limites 0<zr<oo
- " — B I 3 —_ i —xz /1
Densidade de Probabilidade f(z) = 51— Densidade de Probabilidade f(x) = je
= Distribui¢ido Acumulada F(x)=1—e®/*

Fla)=g3=/sea<z<b
Distribui¢do Acumulada Osex <a

lsex <b
Esperanca (E[X]) nw= aTva Esperanca (E[X]) 1

_ 2 Vari VarlX 2

Varianga (Var[X]) o= (b 12a) arianga (Var [X]) s
Distribuicao Normal Distribuicao Lognormal
Paridmetros u, o Parametros [y O

1 = média 1 = média de In(x), oo > 0

o = desvio padrao, o > 0 o = desvio padrdo de In(x), o > 0
Limites —00 < 7 < 400 Limites 0<z<+o00
Densidade de Probabilidade  f(z) = —=e~ (#7727 Densidade de Probabilidade () = —L—e=(me="/27"
Esperanga (F[X]) 1 Esperanga (F[X]) erto?/2
Varianga (Var[X]) o? Varianga (Var|X]) et (e — 1)
Distribuica bull

lSEI‘lblll(;aO de Weibu Distribuicao de Pareto

Parametros a, B

a > 0, o = parametro de forma
B > 0,3 = parAmetro de escala

Limites

0<z<+0

Parametros

a, B
a > 0, parAmetro de forma
£ > 0, pardmetro de escala

= ; Limites b<z <400
1 ili () — QT —(z/B)> > C
D?ns}safif de P“’ba‘i“ﬁdade ; (-L? E— Densidade de Probabilidade f(z) — 22+
Distribuicao Acumulada - (z)=1-¢ Distribui¢do Acumulada Flz)=1- (&)
Esperanca (E[X]) 21/ ) E i z
a oo bt speranga (E[X]) oo a>1
L) = [, " e fa)dx - 3
- 72 - 3 Varianga (Var[X]) e ® > 2
Varianga (Var|X]) % (2al'(2/a) = [[(1/a)]
Distribuicao Binomial
Parametros p,n Distribuicio de Poisson
P Paridmetros A
prob. sucesso em uma tentativa A = média
n = numero de repeti¢des Limites r=0,1,2,..., 00
Limites z=0,12...,00 Densidade de Probabilidade  f(z) = A"+
Densidade de Probabilidade  f(z) = ()p"(L —p)" " Esperanca (E[X]) A
Esperanga (F[X]) np Varianga (Var|X]) A
Varianga (Var[X]) np(l —p)
Distribuicao Triangular
Distribuicao de Geométrica Pe.lra'metros a,b,m
Para Limites a<z<b,a<m,m<b
ardmetros D
p = prob. de sucesso,0 < flz) = _2e—a) paraa <
’ ’ Densidade de Probabilidade ~ (m—a)(b—a) =
p<1 x<m
Limites z=0,1,2,...,00 f(z) = _2Ab-x) aram <
Densidade de Probabilidade  f(z) = (1 — p)©® Up &)= (b—m)(b—a) param =
Esperanca (E[X]) 1/p x<b
=5 atb+m
pZ

Varianga (Var[X])

Esperanga (F[X])

Varianga (Var[X])

a(a = m) + b(b—a) + m(m —1b)
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Distribuicao Exponencial

A distribuic@o exponencial pode modelar muitos eventos que ocorrem na natureza. A distri-
bui¢do exponencial ndo possui memoria: a ocorréncia de um evento nao esté relacionado com
o eventos passados. Normalmente, o intervalo de tempo entre: chegadas de chamadas VolIP,
requisi¢des Web ou mesmo de usudrios em filas de banco sdo modeladas por uma distribui¢do

exponencial.
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Figura 1.2: Distribui¢ao Exponencial

Distribuicao Normal

A distribuicdo normal (ou gaussiana) é a mais proeminente distribui¢do em estatistica e
probabilidade. O seu grande uso justifica-se pelo teorema do limite central, que estabelece que
a distribui¢cdo da média ou da soma de i observa¢des independentes, de qualquer distribuicao,
se aproxima da distribui¢do normal quando ¢ — oo. Note que a distribuicao normal nao possui
expressdo analitica conhecida para F'(z). A falta de expressdo analitica para F'(z) ird causar um
problema com a geragdo de varidveis aleatérias com distribu¢do normal para simulagdes, uma
vez que um dos métodos mais utilizados precisa da expressdo para F'(x), conforme sera tratado

posteriormente.
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Figura 1.3: Distribui¢do Normal

Distribuicao Lognormal

A distribui¢do lognormal é uma distribuicdo de decaimento semi-exponencial, o que sig-
nifica que a convergéncia da densidade de probabilidade é mais lenta que a distribuicao ex-
ponencial mas ndo € tdo lenta quanto as distribui¢des de cauda pesada. Caso os dados sejam
transformados utilizando uma fungdo logaritmica, y = log(z), caso y apresente distribuicdo

normal, x tera distribuicdo lognormal.

Como exemplo de aplicagdo, tem sido reportado que o tamanho dos objetos transmitidos em

por servidores Web pode ser modelados habitualmente por uma distribuicdo lognormal.

Distribuicao de Weibull

A distribuicdo de Weibull também € uma distribui¢do de decaimento semi-exponencial. A

distribui¢do exponencial é um caso especifico da distribuicdo de Weibull para 5 = 1.

Tipicamente, a distribuicdo de Weibull € utilizada na modelagem do tempo de vida de com-
ponentes; para o < 1 a distribui¢ao fornece uma taxa de falhas que aumenta ao longo do tempo;
com « = 1, a taxa de falhas € constante ao longo do tempo e com « > 1 a taxa de falhas reduz

ao longo do tempo.
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Figura 1.4: Distribui¢do lognormal

Distribuicao de Pareto

A distribuicao de Pareto € uma distribuicdo de cauda pesada cuja funcdo de distribui¢do
de probabilidade e demais caracteristicas apresentadas na Tabela [I.T| onde « é o pardmetro
de forma e [ € chamado de pardmetro de escala. A principal caracteristica de uma varidvel
aleatdria como esta € a variabilidade extrema exibida. Note que a média converge apenas para
valores de o > 1 e a variancia para o > 2. Para o > 2, quanto mais préximo de 2 estiver alpha,

maior serd variancia exibida.

Distribui¢des de cauda pesada tem sido utilizadas para modelar diversos fendmenos em tele-
comunicacdes, como a duracao de chamadas telefonicas VoIP (Voz sobre IP), onde o parametro

« tipico esta entre 2,2 e 2,8.

1.4.2 Principais Distribuicoes Discretas
Distribuicao Binomial

O numero de sucessos x em uma sequéncia de n repeticdes possui uma distribuicao bino-
mial, sendo p a probabilidade de sucesso em uma tnica tentativa. As principais caracteristicas

da distribuicao binomial sdo apresentadas na Tabela|l.1
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Figura 1.5: Distribuicdo de Weibull

Distribuicao Geométrica

A distribuicao geométrica € o equivalente discreto a distribui¢do exponencial, € como esta,

ndo possui memoria. Os usos desta distribui¢do sdo tipicamente ...

Distribuicao de Poisson

A distribuicdo de Poisson € utilizada intensamente em modelos de filas, uma vez que é
comum que se possa caracterizar o nimero de chegadas em um determinado intervalo de tempo
através desta distribuicdo. Uma propriedade particularmente interessante € a que permite que
um grade nimero de fontes independentes que geram eventos com a distribui¢cdo de Poisson
pode ser estudada como sendo uma fonte Uinica onde o parametro A resultante € a soma das
médias de cada uma das fontes.

Também é digno de nota que para médias grandes torna-se dificil calcular o valor da distri-

bui¢do; neste caso, uma boa aproximacgdo pode ser obtida através do uso da distribui¢cao normal.

1.5 Distribuicoes de Cauda Pesada

Uma varidvel aleatéria X possui distribuicao de cauda pesada se:

PX>z)~cax™® x— o0 (1.11)



13

0.5
|
1.0

e
-

0.4

f(x)
0.3
FO)
0.4

0.2

0.2
|

0.1

0.0
|

Figura 1.6: Distribui¢do de Pareto

onde o é chamado parametro de forma e ¢ € uma constante positiva. Distribui¢des de cauda
pesada possuem uma série de propriedades que as diferenciam das distribui¢des mais comuns
(como a distribuicdo exponencial ou normal). A principal caracteristica de uma varidvel aleato-
ria com estas caracteristicas € a variabilidade extrema exibida.

A literatura sugere que a auto-similaridade do trafego observado em redes de telecomuni-
cacgOes estd associada ao tamanho dos objetos transmitidos, que possuem frequentemente ca-
racteristicas de cauda pesada. Uma das maneiras utilizadas para verificar se uma distribui¢do
possui cauda pesada € através do grafico da distribuicio complementar em escala logaritmica
(log-log complementary distribution, LLCD). Este gréfico representa o valor da distribuicdo de
probabilidade acumulada complementar F'(r) = 1 — F(x) com F(z) = Pr{X <= z}, em

escala logaritmica, de modo a procurar a invariancia dada por:

dlog(F(x))

= — 1.12
109 () ar >0 (1.12)

Na pratica, escolhe-se um valor de # a partir do qual o grafico passa a ser linear em pelo

menos 2 décadas.

Exemplo 1.1 Como exemplo, pode ser estudado o tempo de duracdo de uma chamada telefo-
nica no sistema VoIP (Voz sobre IP). A Figura[l.§ mostra que o grdfico da distribui¢do comple-
mentar comporta-se como uma reta na escala logaritmica a partir de do tempo de duracdo da

sessdo de aproximadamente 100 segundos, o que indica a presenca da cauda pesada. Grafica-
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Figura 1.7: Distribui¢@o de Poisson

mente pode ser constatado um dngulo de aproximadamente —63°, o que pode ser utilizado de

acordo com a Equagdo[l.12| para estimar o valor do parametro de forma & ~ 1, 96.

1.6 Ajuste de distribuicoes

E muito interessante que uma certa varidvel aleatéria em estudo possa ser modelada por
uma determinada distribui¢do de probabilidade tedrica. Isto € particularmente importante por-
que existem muitos resultados analiticos conhecidos utilizando as distribui¢des tedricas mais
comuns. Além disso, as distribuicdes tedricas mais usadas apresentam em geral certas facilida-
des para o tratamento analitico. Desta forma, para que o analista possa utilizar este ferramental
ja desenvolvido, primeiro ele deve determinar se existe uma distribui¢dao conhecida que pode ser
utilizada para modelar os dados empiricos. Um exemplo de aplicag@o € o uso da teoria de filas:

antes de iniciar a andlise, devem ser caracterizados os processos de chegada e atendimento.

1.6.1 Histograma

O histograma € uma técnica de representacdo grafica nos dd uma ideia sobre o formato da
distribui¢ao de probabilidade dos dados em estudo, mostrando as frequéncias relativas no eixo

das abcissas y e classes (ou agrupamentos) no eixo das ordenadas x.

10
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Figura 1.8: Distribuicdo complementar em escala logaritmica para o tempo de duracdo da sessao
VoIP amostrado em uma grande operadora de telecomunica¢des no Brasil

O primeiro passo para a criacdo do histograma € montar uma tabela de frequéncia, identifi-
cando o numero de classes e seus limites. Uma classe agrupa as observacdes dentro de um certo
limite de valores. Para obter um bom resultado, o ndmero de classes a ser utilizado depende do
nimero de pontos na amostra e da prépria distribui¢do dos pontos ao longo dos limites inferior
e superior dos dados. Um bom ponto de partida € iniciar com a raiz quadrada do ndimero de
elementos amostrados - no entanto, o analista pode obter resultados melhores observando o nu-
mero de classes e o niimero de observagdes em cada classe - um grande nimero de observagdes

em uma classe e um pequeno em outras indica que a divisdo de classes deve ser refeita.

Exemplo 1.2 Suponha que o intervalo de tempo entre chegada de requisicoes a um servidor

Tabela 1.2: Intervalo de tempo entre chegadas de requisi¢des em um servidor Web
0.5314 | 0.0357 | 0.0273 | 0.2188 | 0.2188 | 0.0788 | 0.1557 | 0.1605 | 0.0337 | 0.2607
0.2009 | 0.0366 | 0.2935 | 0.0237 | 0.4973 | 0.0306 | 0.0059 | 0.0403 | 0.0024 | 0.0187
0.1448 | 0.0479 | 0.0943 | 0.3216 | 0.0102 | 0.0109 | 0.0089 | 0.1096 | 0.0579 | 0.0102
0.1031 | 0.0613 | 0.0358 | 0.0579 | 0.4676 | 0.1101 | 0.0259 | 0.0112 | 0.0532 | 0.0018
0.1628 | 0.1193 | 0.0595 | 0.0141 | 0.1058 | 0.0277 | 0.1169 | 0.1221 | 0.1622 | 0.0345
0.0020 | 0.0823 | 0.0105 | 0.0622 | 0.0454 | 0.1983 | 0.0673 | 0.1023 | 0.1090 | 0.1952
0.0066 | 0.0281 | 0.0308 | 0.0286 | 0.1379 | 0.0624 | 0.1028 | 0.1088 | 0.1308 | 0.1700
0.0956 | 0.1246 | 0.0285 | 0.0166 | 0.1226 | 0.0325 | 0.0434 | 0.0699 | 0.2957 | 0.0754
0.0719 | 0.0473 | 0.1027 | 0.0327 | 0.0074 | 0.0603 | 0.0092 | 0.1291 | 0.0518 | 0.3773
0.0138 | 0.0095 | 0.0584 | 0.1092 | 0.0396 | 0.0716 | 0.0271 | 0.1024 | 0.1219 | 0.1712
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Figura 1.9: Exemplo de um histograma

Web é apresentado na Tabela[l.2] Para os dados apresentados, o valor médio pode ser estimado
em 00,1014 e o desvio padrdao em 0,1260. O histograma resultante é apresentado na Figura

a seguir:

1.6.2 Testes de Aderéncia

O objetivo de um teste de aderéncia € verificar se, com um certo grau de confianca, uma
distribuicdo tedrica conhecida pode ser utilizada para modelar um conjunto de dados em estudo.
Para realizar o teste de aderéncia, o analista deve formular uma hipétese sobre qual distribuicao
tedrica serd utilizada e seus pardmetros. O histograma pode fornecer uma ideia sobre a forma
da distribuicdo, que pode ser comparada graficamente com uma distribuicdo conhecida. Os

parametros da distribuicdo tedrica sdo estimados de acordo com cada caso.

1.6.3 Teste de Aderéncia de Chi-Quadrado

O histograma é um estimador da funcdo de densidade de probabilidade da amostra. Neste
ponto, é necessdrio determinar se existe alguma distribuicao cldssica de probabilidade que pode
ser ajustada a distribui¢cdo amostral. Para tal tarefa, a partir do histograma pode-se realizar um

teste de aderéncia.
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No caso do exemplo mostrado, o formato da distribuicao é semelhante a Distribuicdo Expo-
nencial.
Para realizar o teste de aderéncia de Chi-Quadrado, deve-se calcular:

o (o~ fep

I (1.13)

onde

f, Frequéncia observada na amostra;

f. Frequéncia esperada obtida a partir da distribui¢ao tedrica de probabilidade.

fe pode ser obtido a partir da fij f(x)dx, com i e j identificando o limite inferior e superior
da classe. f(z) representa a distribui¢io de probabilidade alvo. Sempre que o ndmero de
ocorréncias for pequeno, a classe deve ser agrupada com classes adjacentes - é recomendavel,
para aplicacdo deste teste, que a amostra possua pelo menos 25 elementos e que a frequéncia

esperada em cada classe seja maior que cinco.

Exemplo 1.3 Utilizando os dados do Exemplo pode-se observar que o histograma lembra
a distribuicdo exponencial. O pardmetro | pode ser ser estimado através da média amostral,
X = 0,10140. Pode-se calcular, por exemplo, a frequéncia esperada entre 0 e 0.05 fazendo-se
f00’05 1/0,10140e==/0:10140dy, — (), 3892. Desta forma, para os 100 tempos medidos no exemplo
espera-se que 38,92 observacoes estejam neste intervalo. A lista completa é apresentada a

seguir:

Intervalo fo fe D
0,00 <z <0,05 |41 | 38,92410 | 0,11071
0,00 <z <0,10 | 19 | 24,2908 | 1,15240
0,10<z<0,15 | 21 | 14,21913 | 3,23368
0,15 <x<0,20 | 8 | 838601 | 0,01777
0,20 <2z <0,50 | 10 | 11,17893 | 0,12433

No exemplo, calcula-se D = 4, 63809.

Para uma aderéncia perfeita, D deveria ser zero. Contudo, devido a aleatoriedade, ird existir
um valor residual para D - pode ser mostrado que D possui distribui¢do de Chi-Quadrado com
k — 1 graus de liberdade.

O teste de aderéncia de Chi-quadrado compara o valor calculado de D com os valores criti-
cos para distribui¢do de Chi-quadrado, apresentada no Apéndice[A] com pardmetros x1_q x—r—1.

onde « € o nivel de significincia e k € o nimero de graus de liberdade (é o nimero de classes)



18

e r € o nimero de estimadores da distribuicdo em estudo. No caso da distribui¢do exponencial,
r=1.

A partir deste resultado, consideram-se as seguintes hipoteses:

Hy A varidvel aleatéria em estudo pode ser modelada com a distribui¢io tedrica sob hipétese

com os parametros estimados;

H; A variédvel aleatéria em estudo ndo pode ser modelada com a distribui¢io tedrica sob hipo-

tese com os parametros estimados.
Para que a hipotese Hy ndo seja rejeitada, D < X1—q k—r—1

Exemplo 1.4 Continuando o exemplo anterior, obtemos:
e O niimero de classes é 5 (k = 5);
e O niimero de estimadores da distribuicdo em estudo é r = 1;

Utilizando o nivel de significincia de o = 0, 1, obtemos x9.3 = 6,251. Logo, a hipdtese
da aderéncia a distribui¢do exponencial ndo pode ser rejeitada ao nivel de significancia de 0,1
(D < X(—ak—r—1)" 4,6389 < 6,251).

1.6.4 Teste de Aderéncia Kolmogorov-Smirnov

O teste de aderéncia Kolmogorov-Smirnov (KS) € baseado na observagdo que a diferenga
entre a distribui¢do acumulada observada, F,(x;), e a esperada, F.(x;), deve ser pequena.

Para que a estatistica seja calculada, os dados empiricos x1, xs, ..., xy devem ser ordena-
dos. N representa a quantidade de amostras disponiveis, enquanto ¢ representa 0 nimero de
observagdes e F,(x;) = i/N.

Suponha novamente as hipéteses:

Hy A variavel aleatéria em estudo pode ser modelada com a distribui¢do tedrica sob hipétese

com os parametros estimados;

H, A varidvel aleatéria em estudo ndo pode ser modelada com a distribui¢do tedrica sob hip6-

tese com os parametros estimados.

Para realizar o teste, deve ser calculada a seguinte estatistica

~ — Fu()

Y

D= Mari<;<nN < N

Fulw) — D (1.14)
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Figura 1.10: F,(z;) e F.(z) para o teste de aderéncia de Kolgomorov-Smirnov

Onde D indica o desvio médximo entre distribuicdo acumulada observada e a esperada (ou
tedrica). Para que o a hipétese H, ndo seja rejeitada, o valor de D deve ser menor que o valor
critico para o teste, apresentado pela Tabela Bl com um nivel de significancia o € o nimero de

amostras N.

Exemplo 1: Suponha que a observacdo de N = 10 valores para uma varidvel
aleatdria apresentou os seguintes resultados: 8,8; 4,72; 1,97; 9,78; 20,23; 9,26;
24,1; 4,82; 1,67 e 4,59. A Figura mostra o F,(x;) para dados empiricos,
apresentados na figura com uma linha continua, comparados com a distribui¢ao

tedrica exponencial, com frequéncia esperada dada por F(z;)).

Para o exemplo, deve-se calcular:
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1 1,67 | 0,00 | 0,10 | 0,17 0,17
2 | 1,97 | 0,10 | 0,20 | 0,20 0,01
3 1459 |0,20] 0,30 | 0,40 0,20
4 | 472 1030|040 | 041 0,11
5| 482 0401|050 | 041 0,09
6 | 880 | 050060 | 062 |0,124
7 1 926 | 060 0,70 | 0,64 0,06
8 | 9,78 10,70 | 0,80 | 0,66 0,14
9 120,23 | 0,80 | 0,90 | 0,89 0,10
10 | 24,10 | 0,90 | 1,00 | 0,93 0,07

e encontramos o valor de D = 0, 20.

Para rejeitar Hy, o resultado deve ser comparado com os valores criticos da esta-
tistica KS, dado por K, ,, onde n é o nimero de observagdes e o € o nivel de
significancia desejado, conforme apresentado no Apéndice |B| Neste exemplo, con-
siderando um nivel de significincia de o = 0,1, com o valor de N = 10, o valor

critico € de 0.4566, de forma que a hipétese H, ndo pode ser rejeitada.

O

O teste KS € melhor do que o teste de Chi-quadrado quando o tamanho da amostra € pe-
queno. Em situacdes em que o tamanho da amostra € grande, os testes sdo equivalentes. O KS

pode ser aplicado com distribui¢des continuas e com distribuicdes discretas.

1.6.5 QQPlot

O QQPIlot é uma ferramenta grafica utilizada para comparar caracteristicas de duas popula-
coes. Nesta técnica, dadas duas distribuicdes acumuladas F' e (G, associadas a fungdes quantile
F~!'e G (ainversa da distribui¢do acumulada é chamada fun¢io quantile). Suponha que os
quantiles de uma das funcdes seja dado por ¢, g, ..., ¢, 0 QQPlot é criado plotando as coorde-
nadas (F(¢;),G(q;),1 <i < n).

Desta forma, o principal problema é encontrar o nimero de quantiles a serem utilizados.
Quantiles sao pontos tomados em intervalos regulares na distribuicdo acumulada de probabi-
lidade de uma certa varidvel aleatoria. Supondo que o nimero de quantiles seja dado por n,
teremos 7 sub conjuntos de dados - as fronteiras sdo denominados quantiles.

Nesta técnica, o conjunto de dados € ordenado em ordem de grandeza, sendo os valores que
dividem o conjunto em quatro partes iguais chamados quartis, em dez partes os decis, e em N

partes, que podem corresponder ao nimero de dados do conjunto, os quantis. Neste grafico, os
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pontos representam os quantis de cada uma das amostras, colocados nos eixos x e y. Se as duas
amostras vém da mesma populagdo, os pontos devem estar em torno da linha diagonal em 45°
sobre a origem. Comparando-se os pontos tragcados no grifico com esta linha diagonal, caso
os pontos estejam em uma linha paralela a diagonal, as duas populagdes possuem distribuicao

semelhante e um processo estd localizado em um nivel mais alto em relagdo ao outro.

O QQPIlot pode ser utilizado para comparar duas populacdes quaisquer, inclusive com tama-
nhos diferentes; no entanto, para realizacdo de um teste de aderéncia, uma das populacdes pode
ser obtida a partir da distribui¢do tedrica em hipétese.

As duas populagdes possuem fungdes de probabilidade F'~1(x) e G~ (x)1, que representam
a inversa da distribuicdo acumulada das duas distribui¢cdes sendo comparadas. O QQPlot plota

o enésimo quantile de F contra o enésimo quantile de G.

Exemplo 1: Suponha os intervalos de tempo entre requisi¢oes, apresentados na
Tabela[I.2] Para montagem dos quantiles, vamos considerar dividir o conjunto de
dados em n = 10 intervalos (neste caso, o quantile € chamado decile). Ordenando
os dados da Tabela[I.2] obtemos:

0,0018 00102 0,0271 00337 0,479 0,0624 0,1023 0,1101 0,1448 02188
0,0020 0,105 0,0273 00345 00518 00673 0,1024 0,1169 0,1557 02188
0,0024 0,0109 0,0277 0,0357 0,0532 0,0699 0,1027 0,1193 0,1605 0,2607
0,0059 00112 0,0281 0,0358 0,0579 0,0716 0,1028 0,1219 0,1622 02935
0,0066 0,0138 0,0285 0,0366 0,0579 0,0719 0,1031 0,1221 0,1628 0,2957
0,0074 00141 0,0286 00396 0,0584 0,0754 0,1058 0,1226 0,1700 0,3216
0,0089 0,0166 0,0306 0,0403 0,0595 0,0788 0,1088 0,1246 0,1712 03773
0,0092 0,0187 0,0308 0,0434 0,0603 0,0823 0,1090 0,1291 0,1952 04676
0,0095 0,0237 0,0325 0,0454 0,0613 0,0943 0,1092 0,1308 0,1983 04973
0,0102 0,0259 0,0327 0,0473 0,0622 0,0956 0,109 0,1379 02009 0,5314

Tomando-se os dados ordenados desta forma, com 100 amostras para obter os li-
mites para obter o aumento na probabilidade acumulada de 0, 1 dividimos os dados
em 10 colunas (100/10), onde é possivel visualizar os valores limite para = que di-
vide os dados em n = 10 porg¢des iguais, que estdo marcados em negrito na tabela
acima, representando diversos quantiles. Neste caso, a hipotese H, € a aderéncia da
distribui¢do exponencial, com média ;o = 0.097409. Para obter o primeiro quantile,
fazemos F'(z) = 0,1, utilizando a distribui¢do exponencial F'(z) = 1 — e /1,
de onde se obtem o valor do primeiro quantile em x = 0,0103. Completando os

calculos, obtemos:
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P(X <z) Quantile empirico Quantile tedrico (dist. exp.)

~.

1 0,1 0,0102 0,0103
2 0,2 0,0259 0,0217
3 03 0,0327 0,0347
4 04 0,0473 0,0498
5 0,5 0,0622 0,0675
6 0,6 0,0956 0,0893
7 0,7 0,1096 0,1173
8 0.8 0,1379 0,1568
9 0,9 0,2009 0,2243
10 1,0 0,5314

Utilizando-se os dados obtidos, é possivel plotar o grafico a seguir:

0.2

0.15

0.1

0.05

Distribuicdo Exponencial

0 0.05 0.1 0.15 0.2

Dados Empiricos

Observe que se as duas populacdes fossem provenientes da mesma distribuicao,
os pontos no grafico estariam exatamente sobre a linha diagonal. Neste caso, ob-
servamos que os quantiles dos dados empiricos diferem pouco dos quantiles da
distribui¢do exponencial, o que permite supor que a distribuicdo das duas varidveis

é semelhante. O

No exemplo, os quantiles foram estabelecidos para uma fun¢ao empirica e também para a
distribuicdo exponencial. Estes casos sdo relativamente simples - no entanto, em muitos ca-
sos, existe grande dificuldade para obtencao dos quantiles. Este problema € tratado por vérios
autores.

O QQPlot é uma das ferramentas mais poderosas para verificacio da aderéncia de duas

populacdes, apesar de nao ser um método que permita uma medida quantitativa da qualidade da
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aderéncia entre as duas variaveis.

1.7 Exercicios

Exercicio 1: Suponha uma varidvel aleatéria X com distribuicdo triangular, cuja
fun¢do densidade de probabilidade é apresentada na Tabela coma =1m =

2 e b = 4. Determine:

1. Func¢do densidade de probabilidade f(x);

2. Fungdo distribui¢do acumulada de probabilidade F'(z);
3. P(X <2);

4. P(1< X <3);

Exercicio 2: Realize o teste de aderéncia para os dados a seguir, que representam

o tamanho do pacote transmitido pelo servidor.

0.76 | 508 |16.02|576 | 136 |4.83 | 1589|585 | 11.23 |11.16
2.85 | 1254 | 048 | 5140 |6.72 | 1650 | 1.71 | 225 |7.77 |4.84
4.65 | 17.15|2351 191 |1.11 |320 |9.13 |236 |19.93 |8.15
15.35 | 27.60 | 31.11 | 875 |4.69 |0.86 |33.85| 187 |7.45 |10.24
18.50 | 14.85 | 439 | 22.05 | 14.60 | 18.62 | 11.96 | 2590 | 047 | 2.72
369 | 541 060 |240 |89 |1.79 |6.67 |2.11 |4.68 |4.32
1377 | 1.72 | 3.39 | 12.15 | 13.52 | 10.85 | 15.39 | 12.29 | 17.87 | 3.72
428 | 11.25]0.88 | 12.17 | 833 | 19.10 | 7.95 | 3.05 | 15.00 | 9.02
695 | 089 |0.12 | 819 |355 |9.27 |12.83| 1541 | 15.83 | 1.02
147 | 782 294 |552 |282 |5541 090 |0.32 |12.16 | 25.10

Vocé deve apresentar:

1. Teste Kolmogorov-Smirnov;
2. Teste de Chi-Quadrado;
3. QQPlot.
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Exercicio 3: Realize o teste de aderéncia para os dados a seguir, que representam

o tamanho do pacote transmitido pelo servidor.

10.12 | 15.54 | -0.48 | 6.96 | 1591 | 15.32 | 2.47 | 16.50 | 16.31 | 10.48
1092 | 580 | 8.62 | 1491 | 14.27 | 1842 | 8.72 | 10.52 | 11.80 | 7.80
877 |7.82 | 594 | 17.77 | 897 | 1093|395 |4.28 | 1332|745
6.18 | 672 |526 |647 |1035|191 |350 | 11.18 | 18.53 | 22.31
442 | 10.37 | 5.68 | 1030 | 829 | 23.78 | 9.72 | 13.62 | 10.48 | 4.08
346 | 17.82 | 9.37 | 743 | 1590 | 15.59 | 15.80 | 22.70 | 22.83 | 11.58
737 | 6.09 | 1588 |9.64 |947 |883 |10.30 | 10.68 | -4.86 | 9.75
10.60 | 4.45 | -1.72 | 13.23 | 12.02 | 842 | 13.19 | 448 | 4.63 | 7.03
6.67 | 6.41 | 6.10 | 12.66 | 10.50 | 3.55 | 10.90 | 8.96 | 3.39 | 10.83
1.33 | 8.64 | 1392 | 17.08 | 1549 | 648 | 7.79 | 858 | 14.12 | 7.81

Vocé deve apresentar:

1. Teste Kolmogorov-Smirnov;
2. Teste de Chi-Quadrado;
3. QQPlot.

Exercicio 4: Fazer uma coleta de dados em um sistema. Escolha uma das seguintes
varidveis:

1. Tamanho de arquivos no Unix;

2. Tamanho de arquivos no Windows;

3. Tamanho de arquivos em um servidor de paginas;

4. Tempo de duragd@o de cenas em um filme;
Vocé deve realizar a caracteriza¢do de uma destas varidveis utilizando distribui¢coes
de probabilidade: (a) identificar a distribui¢cdo tedrica que melhor se adapta a VA

observada e (b) realizar os testes de aderéncia de Chi-Quadrado e o QQPlot para

confirmar sua hipétese. O



Exercicio 5: Desafio!

O desvanecimento de canal em transmissdes radio pode ocorrer por diferentes cau-
sas. Particularmente, em ambientes urbanos, onde o desvanecimento causado por
multipercurso prevalece (como sistemas WIFI), as atenuagdes sofridas pelo sinal,
podem ser representadas em modulo, por uma varidvel aleatéria com distribui¢io

estatistica de Rayleig ou Nakagami. E]

Realize medi¢des na rede Wifi do Departamento de Engenharia Elétrica conside-
rando a poténcia de sinal de um Access Point e tente confirmar a aderéncia a uma

destas distribui¢cdes de probabilidade. O

Thttp://www.wirelesscommunication.nl/reference/chaptr03/fading/fading.htm
http://www.wirelesscommunication.nl/reference/chaptr03/rayleigh.htm
http://www.wirelesscommunication.nl/reference/chaptrO3/ricenaka/nakagami.htm.

25



