LISTA 05_7 EQUAGOES DIFERENCIAIS
Equagao de Bessel
Respostas no final

Gabaritos na pagina do professor

Em cada um dos problemas de 1 a 4, mostre que a equacéao diferencial dada tem um
ponto singular regular em x = 0, e determine duas solu¢des para x > 0.

L. -1'3}’ "+2xy"+xy=0

2. X" +3x0+ (1 +x)y=0
3. xY'+xy+2xy=0
4, xV"+4xy'+2+x)y=0

5. Encontre duas solucdes (que ndo sejam uma multipla da outra) para a equacéo de
Bessel de ordem 3/2

Xy +xy + (¥ -3)y=0, x>0

6. Mostre que a equacéo de Bessel de ordem meio

Xy +xy + (- 1)y=0, x>0
pode ser reduzida a equacéao

" +0=0

pela mudanca da variavel dependente y = x Y2 v (x). Conclua disso que yi(x) = x 12
cos X e y2(X) = x "2 sen x s&o solucdes da equacio de Bessel de ordem meio.

(_1)mx2m

7. Mostre diretamente que a série para Jo(x), que € Z,‘;’;zlm converge
absolutamente para todo x.
8. Mostre diretamente que a série para Ji(X), Zfﬁ:o% Zm - converge

absolutamente para todo x e que %]0 (x) = —j1(x)

9. Considere a equacio de Bessel de ordem v, x*y” + xy’ + (x* —v?*)y = 0 em que
v € real e positivo.



(a) Mostre que x = 0 € um ponto singular regular e que as raizes da equacao
indicial sGo v e —v.

=1 1 (,\')3+ 1 (.\')4
vi(x)=x -— (= =
il 1(1+v) \2 21 +v)2+v) \2

o0 (_l)m X 2m
" Z mi(l+v) --(m+v) (5) :| '

~

m=as

(b) Correspondendo a raiz maior v, mostre que uma solucéo é

PR [I ) l'(++v) (%)— " 2!(1 +vl")(2+v) (%)4

= (-1 X\ 2m
" Zm!(l +v)---(m+v) (5) :|

m=s

(c) Se 2v nao for inteiro, mostre que a segunda solucéo sera

5

yA = [I _I!(I—I—v) (%) a0 —vl)(z ) (%)4

- (_|)m X\ 2m
+ Zm!(l—v)...(,”_v) (5) }

m=s

Note que yi1(x) — 0 quando x — 0 e que y2(x) torna-se ilimitado quando x — O.

(d) Verifigue, por métodos diretos, que as séries de poténcias nas expressdes
para yi(X) e y2(x) acima convergem absolutamente para todo x. Verifique,
também, que y> é uma solucéo, bastando apenas que v ndo seja inteiro.

10. Mostramos, na aula, que uma solucao da equacéo de Bessel de ordem zero

—_1\My2m
x2y" +xy' +x*y =0 é Jo, em que Jo(x) € dada por Z’(>'2:"(2;")("f')2

escolhemos ao = 1 (veja a aula). De acordo com o Teorema da aula 06_6, uma
segunda solucao tem a forma (x > 0)

em que

(a) Mostre que

-}

Lly2](x) = Z n(n-1)b,x" +Z nb,x" + Z bax™2 + 2xJ}(x).

n=2 n=1 n=1

(b) Substituindo a representacdo em série de Jo(x) na Eq. (i), mostre que



=

—_—_ : y i (- 1)2nx*"

bix+2°bx~ + E (n“by+bpr)x" ==2 E _—
) 22n(n!)-

n=3 n=1

(c) Note que na equacao acima aparecem apenas poténcias pares de X na expressao
a direita do sinal de igualdade. Mostre que b1 =bs=bs=...=0, b2 = (1/4) (1!)? e que

(21)* boy + bays = = 2(=1)"(2n)/ 2% (n")>, n=22734,....

Deduza que

| 1 | 1 1
/)J:_ > > l+_ C [)hz 3 > ]+_+_
2% 47 2 2% 4% 6° 2 3

A solucéo geral da relacdo de recorréncia é bzn = (=1)™Hq/22"(n!)2. Substituindo bn
na expressao para yo(x), obtemos a solucdo dada na aula a seguir: y,(x) =

_1\ym+1
Jo@) Inx + yo_ C0 Hn om

22m(m!)2

11. Encontre uma segunda solucdo da equacao de Bessel de ordem 1 calculando os
cn(r2) € “a” da equacado y,(x) = ay1(x)Inx + x"2[1 + Y7, ¢, (r2)x™] da aula 05_6,
de acordo com as féormulas c,(ry) = %[(r -r)a,(M)—, n=12,. € a=
lim[(r — ry)ay(r)],-, daquela aula. Algumas diretrizes para esse calculo séo as
roT)

seguintes: Primeiro, use a equacdo (r?%—1Dagx” +[(r+1)? —1]ax"1 +
Yo {[(r+n)? —1]a, + a,_,}x"™ = 0 desta aula para mostrar que ai(-1) e [ai(-1)]’
séo iguais a 0.

Depois, mostre que ci(-1) = 0 e, da relagéo de recorréncia, que cn(-1) = 0 paran =

3, 5, . . . Finalmente, use a equacéo a,(r) = —% n = 2,3, ..desta aula para
mostrar que
(r) = > (r)= 2
=T D +3) W= s D(r+3)r+3)r +5)
e que
aryu(r) = 1) "a 5 m = 3.
(r+1)---(r+2m-1)(r+3)---(r+2m+1)

Depois mostre que:

Com(=1) = (1YY (H, + H,_{)/2*"m'(m - 1)\, m 2 |
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RESPOSTAS

1
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Sugestdo: Faga n = 2m na relacao de recorréncia, m = 1,2, 3, .. .. Parar=-3/2, a, = 0 e a, é arbitrario.

l )Il'\,ﬂ]

(-1 )".\’":|



