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Equacoes Diferencials

0o Equacoes diferenciais sao equacoes contendo derivadas

A seguir, exemplos de fendmenos fisicos descritos envolvendo
equacoes diferenciais:

Movimento de fluidos

Movimento de sistemas mecanicos
Fluxo de corrente em circuitos elétricos
Dissipacao de calor em objetos solidos
Dinamica sismica
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Uma equacao diferencial que descreve um processo fisico € chamada de
modelo matematico.




Modelos Matematicos Basicos

Exemplo 1: Queda Livre

» Formular uma equacao diferencial descrevendo o movimento de um objeto
caindo na atmosfera perto do nivel do mar.

Variaveis: tempo t e velocidade v
Lei Fisica: Segunda Lei de Newton F = ma = m (dv/dt) rv

Forca de gravidade: F = mg
Forca de resisténcia do ar: F = yv

Entao:

Modelo matematico




Modelos Matematicos Basicos

Exemplo 1: Queda Livre

Suponha uma pedra de granizo de massa m=0,025 kg e coeficiente de arrasto y
=0,007 kg/s. Tomando g = 9,8 m/s?, a equacao diferencial para a queda da pedra é:

dv
0,025 o = (0,025)(9,8) — 0,007 v

dv
— =98-0,28v
dt
v + 0,28v =98

v + 028v—-98=0

Vamos analisar esta equacao geometricamente (sem resolver ela)... \




Modelos Matematicos Basicos

Exemplo 1: Queda Livre
Para cada valor de v podemos encontrar o valor de v’ utilizando % =9,8—-0,28v

Se v =40 entdo v'=-1,4 (para todo v=40, v’ sera sempre -1,4)
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Modelos Matematicos Basicos

Exemplo 1: Queda Livre
Para cada valor de v podemos encontrar o valor de v’ utilizando % =9,8—-0,28v

Se v =40 entdo v'=-1,4 (para todo v=40, v’ sera sempre -1,4)
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Modelos Matematicos Basicos

Exemplo 1: Queda Livre

As linhas sao tangentes as curvas solucéo da equacéao (evidentemente, pois v(t) €
a solucao e v'(t) é a derivada de v(t)).

Desta forma vemos onde a solucao aumenta ou diminui e por guanto.
O gue significam as curvas horizontais em v=35 ?
Sao0 as solucdes estacionarias (ndo dependem de t) soF> > > S S S S S S S s s
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estacionaria e a seguir vamos determinar ela |- - - - -~
analiticamente: £

Graficamente: v =35 kil
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Modelos Matematicos Basicos

Exemplo 2: Ratos e Corujas

Considere uma populacao de ratos que se reproduz numa taxa proporcional a sua
populacao atual (supondo que nao haja corujas presentes). Vamos representar a
populacao de camundongos por p(t), e r vai representar sua taxa de crescimento.

Matematicamente o enunciado significa que:

dp_
ac P

Entdo, quando as corujas estao presentes, elas comem 0s ratos.
Se a taxa de predacao € uma constante, k, teremos que:

dp_

—rp—k
ac P



Modelos Matematicos Basicos

Exemplo 2: Ratos e Corujas

- ~ dp ~ 7
Vamos utilizar esta equacao — =P - k no caso em gue a taxa de reproducéao é
r = 0,5 ratos/més (sem as corujas presentes)
Vamos supor que guando temos as corujas elas comem 15 ratos por dia.

Escreva a equacao diferencial que descreve a populacao de ratos em funcao do
tempo na presenca de corujas (consideramos 30 dias no més).

P _ 0.5p — 450
at 7P

Como nossa unidade temporal € o més utilizamos 450 no lugar de 15 para indicar
a perda de ratos no lado direito da equacéao.
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Modelos Matematicos Basicos

Exemplo 2: Ratos e Corujas
Qual é a solucio estacionaria desta equacdo? p = 0,5p — 450

Que podem dizer deste comportamento? (analisem a equacao e o comportamento
das solucoes)
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Modelos Matematicos Basicos

—

Analise dos exemplos 1 e 2

Em ambos os exemplos temos solucdes de equilibrio que separam as solucoes

crescentes das decrescentes.

Num exemplo as solucdes convergem para o equilibrio, no outro divergem.
As solucbes de equilibrio sdo fundamentais para a compreensao da equacao

diferencial estudada
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Modelos Matematicos Basicos

Exemplo 3: Aquecimento e resfriamento
Imagine um prédio isolado termicamente de forma parcial

A temperatura interna do prédio depende da propria temperatura interna existente
no momento, ou seja depende de u(t) e da temperatura externa T(t)

A lei fisica aplicavel e a lei de Newton do resfriamento que diz que as variacoes de
temperatura internas sao proporcionais a diferenca de temperatura u(t)-T(t) ou

seja, matematicamente falando:
du

—=—k(u—-T
o (u—T)
O porque dos sinais:
Como a constante de proporcionalidade k>0 se u>T implica que % <0

Vamos supor que k=1,5 e T(t)=60+15 sem (2xt)
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Modelos Matematicos B
. Aquecimen
Neste caso teriamos:
du

Exemplo 3

= —1,5(u — 60 — 15(2xt))

dt

irecoes e

O campo ded

A linha continua € a temperatura externa
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externa para qualquer temperatura inicial escolhida
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Modelos Matematicos Basicos

Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equac0Oes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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http://www.eletrica.ufpr.br/p/professores:patricio:inicial

