= Conjunto de problemas 3.3

1. Resolva Ax = b utilizando os minimos quadrados, depois encontre p = Ax se
1 0 1
A=|0 1} b=|1|
11 0
Certifique-se de que o erro b — p seja perpendicular as colunas de 4.
2. Escreva E? = ||Ax — b||* e defina como zero suas derivadas em relagdio a u e v, se
1 0 1
u
A=|0 1] == ) he=31
1 1 4
Compare as equagdes resultantes com A'4% = A'h, confirmando que tanto o célculo quan-
to a geometria fornecem as equagdes normais. Encontre a solu¢do x e a projegdo p = Ax.
Por que p = b?

3. Consideremos que os valores b, = | e b, = 7 multiplicados por 7, = | e t, = 2 sido repre-
sentados por uma reta b = Dt que passa pela origem. Resolva D = 1 e 2D = 7 por meio
dos minimos quadrados e depois esboce a melhor reta.

4. O sistema abaixo ndo tem solugdo:

1 -1 4
Ax=|[1 0 [g]= 5|=b.
A | 9
Esboce e encontre uma reta que leva 4 minimizagdo da soma dos quadrados (C—D —4)* +
(C—-5)+ (C+ D-9)". Qual ¢ a proje¢do de b no espago-coluna de 4?

5. Encontre a melhor solugdo com minimos quadrados x para 3x = 10, 4x = 5. Qual erro £E?
esta minimizado? Certifique-se de que o vetor de erro (10 — 3x, 5 — 4x) seja perpendicular
a coluna (3, 4).

6. Encontre a projecdo de b no espago-coluna de A:

1 | 1
A=| 1 -1} b=|2
-2 4 7
Desmembre 4 em p + g, com p no espago-coluna e g perpendicular aquele espago. Dos
quatro subespagos, qual contém ¢?
7. Se os vetores a,, a, ¢ b sdo ortogonais, 0 que sdo A'4 e A'H? Qual é a projecdo de b no
plano de a, ¢ a,?
8. Sendo P a matriz de proje¢do sobre uma reta no plano xy, desenhe uma figura para descre-

ver o efeito da “matriz de reflexdo”™ H = I - 2P. Explique, tanto geométrica quanto algebri-
camente por que H? = I.
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Encontre a melhor representagdo com linha reta (minimos quadrados) para as medidas:

b=4 em t(=-2, b=3 em t=-1,
b=1 em =0, b=0 em t=2.

Depois, encontre a proje¢do de b = (4, 3, 1, 0) no espago-coluna de:

(a) Sendo P = P'P, demonstre que P ¢ uma matriz de projegdo.
(b) Em qual subespago a matriz P = 0 se projeta?

Os vetoresa, =(1,1,0)ea,= (1,1, 1) geram um plano em R®. Encontre a matriz de pro-
jecdo P no plano e depois descubra um vetor b nido nulo projetado a zero.

Encontre a matriz de proje¢do P no espago gerado pora, = (1,0, 1)ea, = (1, 1,-1).
Qual matriz 2 por 2 projeta o plano xy na reta -45° x + y = 0?

Demonstre que, se « possui modulo unitario, a matriz P = uu" de posto 1 ¢ uma matriz de
projecdo: ela possui propriedades (i) e (ii) em 3N. Ao escolher u = a/||a||, P se torna a pro-
je¢do na reta que passa em a, e Pb € 0 ponto p = Xa. As projec¢des de posto 1 correspondem
exatamente aos problemas com minimos quadrados em uma incégnita.

. Sendo V o subespago gerado por (1, 1, 0, 1) e (0, 0, 1, 0), encontre:

(a) uma base para o complemento ortogonal V+.
(b) a matriz de projecdo Pem V.
(¢) o vetor em V mais proximo do vetor b = (0, 1, 0,—1) em V+.

Sendo P a matriz de proje¢do em um subespago S de dimensdo &k de R”, qual € o espago-
-coluna de P e qual ¢ o seu posto?

Seja P a matriz de proje¢do no subespaco S e Q a proje¢do no complemento ortogonal S*.
O que serdo P + Q e PQ? Demonstre que P — Q € sua propria inversa.

Queremos ajustar um plano y = C + Dt + Ez aos quatro pontos:

y=3 em

t = ] =06 em ¢t=0,2=3
y=35 em ¢ =]

y=0 em t=0,2=0.

l:z
2,2

(a) Encontre 4 equagdes em 3 incognitas para passar um plano pelos pontos (se houver
tal plano)

(b) Encontre 3 equagdes em 3 incognitas para a melhor solugdo com minimos quadrados.
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Supondo que L, seja a reta que passa pela origem na diregdo de a,, € L, seja a reta que passa
por b na dire¢do de a,. A fim de encontrar os pontos x,a, e b + x,a, mais proximos nas duas
retas, encontre as duas equagdes para x, e x, que minimizem ||x,a, - x,a, - b||. Resolva x se
a,=(1,1,0),a,=(0,1,0), b= (2,1, 4).

Demonstre que a melhor representa¢do de minimos quadrados para um conjunto de medi-
dasy,, ...,y por uma reta horizontal (uma fungdo constante y = (') € sua média
B }’I + ves + )’m

——

s

Vamos supor que, em vez de usar uma linha reta, representemos os dados no problema 23
com uma parabola: y = C + Dt + Et*. No sistema inconsistente Ax = b que surge dos qua-
tro pontos, descubra qual ¢ a matriz de coeficiente 4, o vetor incognita x e o vetor de dados
b. Ndo é necessario calcular x.

Sendo P a proje¢do no espago-coluna de A4, qual ¢ a proje¢do no espago nulo a esquerda?

Encontre a reta que melhor representa as seguintes medidas e esboce sua solugdo:

y=2 em t=-l, y=0 em ¢
y=-3 em t=1, y=-5 em t=
Um homem de meia-idade esticou-se em uma prateleira de comprimentos L = 5, 6 ¢ 7

pés sob for¢as aplicadas de F = 1, 2 e 4 toneladas. Utilizando a lei de Hooke L = a + bF,
descubra seu comprimento normal @ utilizando minimos quadrados.

Sendo Pc = A(A"4)™' A" a proje¢do no espago-coluna de 4, qual ¢ a projecio P, no espago-
-linha (ndo ¢ P!!)?

Encontre a reta C + Dt que melhor representab =4,2,-1,0,0com¢=-2,-1,0, 1, 2.

Os problemas 27 a 31 apresentam ideias basicas sobre a estatistica — a base dos mini-
mos quadrados.

27.

28.

29.

Segunda afirmagdo por trds dos minimos quadrados: Os m erros e, sdo independentes com
variancia o2, de forma que a média de (b — Ax) (b — Ax)" é o2 I. Multiplique na esquerda por
(A"4)" A" e na direita por A(4"4)" a fim de demonstrar que a média de (¥ — x)(x — x)"¢é
o (A"4)". Esta ¢ a importantissima matriz de covaridncia do erro em x.

(Recomendado) Este problema projetab = (b,, ..., b, ) nareta que passapora=(1,..., 1).
Resolvemos m equagdes ax = b em uma incognita (por meio dos minimos quadrados).

(a) Resolva a'ax = a'b a fim de demonstrar que ¥ é a média (a média aritmética) dos bs.

(b) Encontre e = b — ax, a varidncia ||e||* e o desvio padrao ||e||.

(c) A reta horizontal b =3 ¢ a mais proxima de b = (1, 2, 6). Certifique-se de que
p = (3, 3, 3) seja perpendicular a e e encontre a matriz de projecdo P.

Primeira afirmacdo por tras dos minimos quadrados: Cada erro de medigdo possui mé-
dia zero. Multiplique os 8 vetores erro b — Ax = (£ 1, £ 1, = 1) por (4'4)" A" a fim de
demonstrar que os 8 vetores X — x também resultam em zero. O x estimado é imparcial.



30.

31.

Sabendo-se a média x, de 9 nimeros b, ..., b,, qual ¢ a maneira mais rapida de se encon-
trar a média x,; com mais um nimero b,,? A ideia dos minimos quadrados recursivos ¢
evitar a soma de 10 nimeros. Qual coeficiente de X, fornece corretamente X,,?

- SRpe—sd) By y =_.L

Xio = 10010 + X = 7(b; + -+ byy).

Um doutor faz quatro registros de sua frequéncia cardiaca. A melhor solugdo parax = b,
...,x=>b, ¢ amédia x de b,, ..., b, Amatriz A ¢ uma coluna de nimeros 1. O problema 27
fornece o erro esperado (X — x)*> como 0?(A"4)"' = . Ao se calcular a média, a
variancia cai de o” para 0%/4.

Os problemas 33, 34 e 38 a 40 utilizam os quatro pontos b = (0, 8, 8, 20) para apresentar
novas ideias.
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Partindo de m medigdes independentes b, ..., b, de sua frequéncia de pulso, ponderadas
por w,, ..., w,, qual ¢ a média ponderada que substitui a equacdo (9)? Ela sera o melhor
valor estimado quando as varidncias de estatistica forem 02 = 1/w2.

Escreva as quatro equagdes Ax = b para a expressdo cubica b = C + Dt + Et*> + Fr* mais
proxima dos mesmos quatro pontos, resolvendo-as por eliminagdo. Esta expressdo cubica
passa agora exatamente pelos pontos. O que sdo p ¢ e?

(A reta C + Dt realmente passa pelos p’s) Comb =0, 8,8, 20em =0, 1, 3, 4, escreva as
quatro equagdes Ax = b (insolaveis). Modifique as medig¢des parap = 1, 5, 13, 17 e encon-
tre uma solugdo exata para Ax = p.

Sendo W = l; 5
de x. Qual reta ¢ W-perpendicular a reta por y?

, encontre o W-ponto escalardex = (2,3) ey = (1, 1), além do W-médulo

O que acontece com a média ponderada X, = (wlb, + w3b,)/(w} + w3) se a primeira

ponderada w, se aproximar de zero? A medigdo b, definitivamente ndo ¢ confidvel.

Certifique-se de que e = b — p = (-1, 3, -5, 3) seja perpendicular a ambas as colunas de 4.
Qual ¢ a menor distincia ||e|| de b até o espago-coluna de 4?

Escreva as equagdes insolaveis Ax = b em trés incognitas x = (C, D, E) para a parabola
b = C + Dt + Et* mais proxima dos mesmos quatro pontos. Monte as trés equagdes nor-
mais A"Ax = A"b (a solugdo ndo é necessaria). Agora, vocé esta adequando uma parabola
aos quatro pontos. O que esta acontecendo na Figura 3.9b?

Comb=0,8,820em=0, 1, 3, 4, monte e solucione as equagdes normais 4" Ax = A'b.
Como na Figura 3.9a, encontre 0s quatro pontos p, de altura e os quatro erros ¢, da melhor
linha reta. Qual é o valor minimo E? = el + e + e +¢?

A média dos quatro registros ¢ f = 7(0+1+3+4)=2 A média dos quatro b’s é
b=1(0+8+8+20)=9.

(a) Verifique que a melhor reta passa pelo ponto central (1, b) = (2, 9).
(b) Explique por que C + Dif = b surge a partir da primeira equacdo em A' Ax = A'h.



41. Encontre a solugdo com minimos quadrados ponderados X, para Ax = b:

1 0 0 200

k2 0 0 1
Certifique-se de que a projegdo Ax,, também seja perpendicular (W-produto escalar!) ao
erro b — Ax,,.

42. (a) Suponha que vocé tente adivinhar a idade de seu professor, cometendo erros e = -2,

-1, 5, com probabilidades 1, +, . Certifique-se de que o erro esperado E(e) seja zero

e encontre a varidncia £(e?).
(b) Se o professor também tentasse adivinhar (ou tentasse se lembrar), e cometesse 0s
erros -1, 0, 1, com probabilidades <, s, & quais ponderadas w, e w, forneceriam a
confiabilidade de seu palpite e o de seu professor?



