B Conjunto de problemas 1.4

1.

h

Escreva as matrizes 4 ¢ B 2 por 2 que tenham elementos a, = i+jeb, = (=1)Y /. Multi-
plique-os para encontrar AB e BA.

. Encontre dois produtos escalares e um produto matricial de:

1
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-

3
5
1

1
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1 =2 7] e[t =2 7]|5|e [3 5 1)

O primeiro fornece o médulo do vetor (ao quadrado).

. Se uma matriz 4 m por n multiplicar um vetor x de dimensdo », quantas multiplica¢des

distintas estardo envolvidas? E, se 4 multiplicar uma matriz B, n por p?

. Dé exemplos 3 por 3 (que ndo seja a matriz nula) de

(a) uma matriz diagonal: @, = 0se i = j.

(b) uma matriz simétrica: a,, = a,,, quaisquer que sejam i e j.

(¢) uma matriz triangular superior: @, = 0 se i > j.

(d) uma matriz antissimétrica: @, = —a,, quaisquer que sejam i ¢ J.

Calcule os produtos

4 0 1]]3 100 5
0 1 Of|4|e|0O 1 0)(-2 L[f gHI]
4 0 1)|5 0 0 1 3

Para o terceiro, esboce os vetores-coluna (2, 1) e (0, 3). Multiplicando por (1, 1), faga a
soma dos vetores (graficamente).

. Multiplique Ax para encontrar um vetor solu¢do x para o sistema Ax = vetor nulo. Vocé

consegue encontrar mais solugdes para Ax = 0?

3 -6 0
0 2 -2
1 =1 =l

2
1
1

AX =

7. Operando uma coluna por vez, calcule os produtos

1
3

41 1 2 3][0 4 3|y
51[ e [4 5 6|[1] e 66|ﬂ
6 1 7 8 9/[0 8 9|3

8. Estas sub-rotinas multiplicam Ax por linhas ou por colunas? Comece com B(I) = 0:

DO10I=IN DO 10J = 1IN
DO 10J = I,N DO101=IN
10 B(I) = B(I) + A(LJ) * X(J) 10 B(I) = B(I) + A(LJ) * X(J)



Os resultados Bx = Ax sdo os mesmos, O segundo codigo ¢ ligeiramente mais eficiente em
FORTRAN e muito mais eficiente em maquinas de vetores (o primeiro altera os elementos
simples B(/), as segundas siio capazes de atualizar vetores inteiros).

9. O produto de duas matnizes triangulares inferiores ¢ também uma tnangular inferior (todos
os elementos acima da diagonal principal sdio nulos). Venfique isto com um exemplo 3 por
3 ¢ explique como 1550 decorre das propriedades de multiplicagdo de matrizes.

10. Suponha que 4 comuta com qualquer matriz 2 por 2 (A8 = BA), particularmente:

A=

a b 1 0 0 1
4 d] comuta com B,—Io OI e 82—[0 O]'

Mostre que a = d e b = ¢ = 0. Se AB = BA para todas as matrizes B, entdo A ¢ um maltiplo
da matnz identidade.
11. Verdadeiro ou falso? Se a resposta for falso, dé um contraexemplo especifico,
(a) Seas colunas | e 3 de B slio iguais, entdo as colunas | e 3 de AB também sdo.
(b) Se as hinhas | ¢ 3 de B siio 1guais, entdo as linhas | ¢ 3 de A5 também sdo.
(¢) Se as linhas | e 3 de A slo iguais, entdo as linhas | ¢ 3 de AB também sdo.
(d) (ABY = 4°B°.
12. Seja x o vetor-coluna (1, 0, ..., 0), mostre que a regra (48)x = A(Bx) obriga a primeira co-
luna de AB ser igual a 4 vezes a primeira coluna de B.
13. Quais das seguintes matrizes sdo, com certeza, iguais a (4 + B)™?
A 4 248 + B, AM(A + B) + B(A + B), (A + B)(B + A), A* + AB + BA + B*.

14. Se os clementos de 4 sdo a . utilize a notagio dos subscritos para escrever:
(a) o primeiro piv.
(b) o multiplicador £ | da linha 1 a ser subtraido da linha /.
(¢) o novo elemento que substitui @, apds a subtragdo.
(d) o segundo pivd.

15. Por tentativa ¢ erro, encontre exemplos de matrizes 2 por 2, de modo que:
(a) A% = -1, com A tendo apenas elementos reais.
(b) B° =0, embora B = 0.
(¢) CD = -DC, ndo sendo permitido o caso CD = (),
(d) EF = 0, embora nenhum clemento de £ ou F seja zero.

16. A pnmeira linha de A8 ¢ uma combinagdo linear de todas as linhas de 8. Quais sdo os coe-
ficientes nessa combinagdio e qual ¢ a primeira linha de 45 se:

11
01
10

2 1 4
"‘[o-ll

17. Descreva as linhas de EA ¢ as colunas de AE se:

£=o 1}

e B= ?
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18. Uma quarta maneira de multiplicar matrizes é colunas de A vezes linhas de B:
AB = (coluna 1)(linha 1) + ... + (coluna n)(linha n) = soma de matrizes simples.
Dé um exemplo 2 por 2 dessa importante regra da multiplicagdo de matrizes.

19. Encontre as poténcias 4%, A° (4% vezes A) ¢ B, B*, (2, C°. Quais sdo A*, B*e (V7

d =l
2 2
1
2

A -

1l 1
2 33
» B
B =3

i)

0 -1

20. SeAd eleomau'izesnporncomtodososelementosiguaisal.enoonu'e(AB),.Anotwio
de somatério transforma o produto AB ¢ a propriedade (A8)C = A(BC) em:

(AB),.’. = ga“bﬁ Z ;a,*b‘, Cy = ;a‘*[;b"cﬂ ]

i
Calculcambososlados,scCtambémfornporn,commdacﬂ=2.
21. A matriz que gira o plano xy pelo dngulo 6 é

cosfl —senf)

A0)= senf  cosfl |

Verifique que A(6,)A(8,) = A(0, + 0,) a partir das identidades para cos(f, + 0,) e
sen(f, + 0,). Quanto & A(F) vezes A(-6)?

Os problemas 22 a 31 abordam matrizes de eliminagio.

22. Suponha que a,, = 7 ¢ que o terceiro pivo seja 5. Se vocé alterar a,, para 11, o terceiro pivé
serd . Se vocé alterar a,, para ___, haverd zero na posigio de pivd.

23. Que matriz £, subtrai 7 vezes a linha | da linha 3? Para reverter essa ctapa, R,, deve
7 vezes a linha dlinha . Multiplique E;, por R,,.
24. Se todas as colunas de A sdo um maltiplo de (1, 1, 1), entdo Ax sempre serd um maltiplo de
(1, 1, 1). Dé um exemplo 3 por 3. Quantos pivos sdo gerados na eliminagio?
25. No problema 26, aplicando-se E,, e, em seguida, E,, & coluna b = (1, 0, 0), obtemos
ELE, b= . Aplicando-se E,, antes de E, , obtemos E, E,.b = . Quando E,, é
aplicada primeiro, a linha ___ niio sofre nenhum efeito da linha .

26. Apresente matrizes 3 por 3 que produzam estas etapas de eliminagio:
(a) E,, subtrai 5 vezes a linha | da linha 2.
(b) E,,subtrai -7 vezes a linha 2 da linha 3.
(¢) P troca as linhas 1 e 2 ¢, em seguida, as linhas 2 e 3.

27. Qual das trés matrizes E,, E, , E,, colocam A4 na forma triangular U?

1 0
4
-2

1
A=| 4 6 ¢ ELE E,A=U.
2

1
0

Multiplique esses Es para obter uma matriz M que realize a eliminagio: MA = U.
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28. Essa matriz 4 por 4 precisa de quais das matrizes de eliminagio E, , E,, ¢ E.?

-1 0 0

-1 2 -1 0

A—O—l2—l

0o 0 -1 2

29. Multiplique estas matrizes:

0 0 1||1 2 3]/0o 0 1 1 0 O]f1 2 3
0 1 0|4 S 6//0 10/ ¢ |-110[|1 31
1 0 0/|7 8 9/|1 0 0O -1 0 1|1 4 0

30. (a) Que matriz E,; 3 por 3 soma a linha 3 & linha 1?
(b) Que matriz soma a linha | 4 linha 3 e, a0 mesmo tempo, soma a linha 3 a linha 1?
(c) Que matriz soma a linha | & linha 3 e, em seguida, soma a linha 3 & linha 1?

31. (a) E,, subtrai a linha | da linha 2 ¢, em seguida, P,, troca as linhas 2 ¢ 3. Que matriz
M = P,,E, executa ambas as ctapas de uma vez?
(b) Py, troca as linhas 2 ¢ 3 ¢, em scguida, £,, subtrai a linha | da linha 3. Que matriz
M = E, P, executa ambas as ctapas de uma vez? Explique por que as M''s siio iguais,
mas as £'s sdo diferentes.
Os problemas 32 a 44 abordam criac¢dio ¢ multiplicagiio de matrizes.
32. Aé3por5,BéSpor3, CéSporleDé3 por ). Todos os elementos sdo 1. Quais dessas
operagdes de matrizes sdo possiveis ¢ quais sdo os scus resultados?

BA AB ABD DBA  A(B+ ).
33. Se E soma a linha | & linha 2 ¢ F soma a linha 2 4 linha 1, £F ¢ igual a FE?

34. A primeira componente de Ax € Xa, x, = a,.x, + ... + a, x,. Escreva formulas para a ter-
ceira componente de Ax ¢ o elemento (1, 1) de 4%

35. Aparibola y = a + bx + cx’ passa pelos pontos (x, ¥) = (1, 4), (2, 8) e (3, 14). Encontre e
resolva uma equagdo matricial para as incognitas (a, b, ¢).

36. Multiplique essas matrizes nas ordens EF, FE ¢ E*:

100 1 00
E= 1 0 F=|0 10
b 0 1 0 ¢ 1

37. Escreva esses antigos problemas na forma matricial 2 por 2 Ax = b ¢ resolva-os:
(a) X & duas vezes tdo velho quanto Y ¢ suas idades somam 39,
(b) (x,y) = (2, 5)e (3, 7) localizam-se na reta y = mx + ¢. Encontre m e c.

38. (a) Suponha que todas as colunas de B sejam iguais. Entdo, todas as colunas de EB sio
iguais, pois cada uma corresponde a £ vezes
(b) Suponha que todas as linhas de B sejam [1 2 4). Mostre, por meio de exemplo, que
todas as linhas de EB ndo so [1 2 4). E verdade que essas linhas sdo
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39. Se AB = I ¢ BC = I, utilize a associatividade para provar que 4 = C.

40. Verdadeiro ou falso?
(a) Se A? for definido, entdo A serd necessariamente quadrada.
(b) Se AB ¢ BA forem definidos, entio A ¢ B serdo quadradas.
(c) Se AB ¢ BA forem definidos, entdio AB ¢ BA serdio quadradas.
(d) Se AB = B,entdo 4 = /.

41. Se A for m por n, quantas multiplicagdes separadas estardo envolvidas se:
(a) A multiplicar um vetor x com n» componentes?
(b) A multiplicar uma matriz B n por p? Entdo, AB sera m por p.
(c) A multiplicar a si mesma para produzir A2? Aqui m = n.
42. Para provar que (AB)C = A(BC), utilize 0s vetores-coluna b,, ..., b, de B. Em primeiro
lugar, suponha que C possui apenas uma coluna ¢ com elementos ¢, ..., ¢,
AB possui colunas Ab,, ..., Ab_ ¢ Bc possuem uma colunac,b, + ... +¢b .
Entdo, (AB)c = ¢ Ab, + ... + ¢ Ab, _¢igual a A(c b, + ... + ¢ b)) = A(Bc).
A linearidade resulta na igualdade dessas duas somas ¢ (48)c = A(Bc). O mesmo ¢ verda-
deiro para todas as outras de C. Portanto (AB)C = A(BC).

43. Que linhas, colunas ou matrizes devem ser multiplicadas para encontrar:
(a) aterceira coluna de AB?
(b) a primeira linha de AB?
(¢) o elemento da linha 3, coluna 4 de AB?
(d) o elemento da linha 1, coluna 1 de CDE?

44. (Matrizes 3 por 3.) Escolha a Gnica matriz B de modo que para qualquer matriz A4:
(a) BA =44.
(b) BA =4B.
(c) BA possua as linhas | ¢ 3 de A invertidas ¢ a linha 2 inalterada.
(d) Todas as linhas de BA scjam iguais & linha 1 de A.

Os problemas a seguir utilizam multiplicagio coluna-linha e multiplicagiio de blocos.

45. A multiplicagao de blocos separa as matrizes em blocos (submatrizes). Se os seus formatos
tornarem a multiplicagdo de blocos possivel, entdo ela serd permitida. Substitua esses x por
nimeros ¢ confirme que a multiplicagdo de blocos funciona.

¢ x x|x||lx x| x
(A B][D]=[AC+BD] e Ix =z 2|2}
x x|x||x x|=x
46. Multiplique 4B utilizando colunas vezes linhas:
1 0 1
A3=24[3|;?]=2|3301+ -
2 1 2

47. Trace os cortes em A, B ¢ AB para mostrar como cada uma das quatro regras de multiplica-
¢do ¢, na verdade, uma multiplicagdo de blocos para encontrar AB:
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(a) Matriz 4 vezes colunas de B.
(b) Linhas de A vezes matriz B.

(c) Linhas de A vezes colunas de B.
(d) Colunas de A vezes linhas de B.

48. Se vocé multiplicar uma matriz noroeste A ¢ uma matriz sudeste B, que tipo de matrizes
serdio AB e BA? “Nordeste™ e “sudeste” significam zeros abaixo e acima da diagonal secun-
déria, que vaide (1, n) a(n, 1).

49. Se as trés solugdes do problema 58 sdo x, = (1, I, 1), x, = (0, I, 1) e x, = (0, 0, 1), resolva
Ax = b quando b = (3, §, 8). Questdo desafio: qual ¢ a matriz A?

50. Represente 2x + 3y + z + 5¢ = 8 como uma matriz 4 (quantas linhas?) multiplicando o
vetor-coluna (x, y, z, {) para produzir b. As solugdes preenchem um plano no espago qua-
dridimensional. O plano é tridimensional, sem volume 4D.

51. Represente o produto escalar de (1, 4, 5) e (x, y, z) como uma multiplicagio de matrizes Ax.
A possui uma linha. As solugbes para Ax = 0 localizam-se em um perpendicular
ao vetor . As colunas de A estdo no espago de dimensdo

52. Elimina¢do para uma matriz de blocos 2 por 2: se A'A = I, multiplique a primeira linha de
blocos por CA™' ¢ subtraia da segunda linha para encontrar o “complemento de Schur” S:

l I 0|{4 B| |4 B
-CA' I||C D] |0 §f
53. Que matriz P, 2por2pro)cuovetor(x,y)sobreoaxoxpamgem(x 0)? Que matriz P,

projeta sobre o cixo y para gerar (0, y)? Se vocé multiplicar (5, 7) por P, ¢, em segmda,
multiplicar por P,, vocé obterd ( Je( ).

54. Em notagdo do MATLAB, apresente os comandos que definem a matriz 4 e os vetores-
-coluna x ¢ b. Que comando testaria se Ax = b?
5 1
HE

A=ll 2' X =
55. A multiplicagio de blocos diz que a eliminagdo na coluna 1 produz:

3 4
_|la b
|0

1 0
—cla I

a b
¢ D

56. Encontre todas as matrizes:

a b

iefe 2] et 4] <[ 1

57. Com i’ = —1, o produto (4 + iB)(x + iy) é Ax + iBx + iAy - By. Utilize blocos para separar
a parte real da parte imagindria que multiplica i:

A—B
?

le Bylpaneml
parte imagindria
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59.

61.

Suponha que vocé resolva Ax = b para trés lados direitos b:

1 0
0 |
0 0

Ax, = e Ax, = e Ax, =

0
0
1

Se as solugdes x,, x,, x, sdo as colunas de uma matriz X, qual ¢ a matriz AX?

Crie uma matriz mégica M 3 por 3 com elementos 1, 2, ..., 9. Todas as linhas, colunas e
diagonais devem somar 15. A primeira linha pode ser 8, 3, 4. Quanto é M vezes (1, 1, 1)?
Quanto ¢ o vetor-linha [I 1 1] vezes M?

Os comandos do MATLAB A = eye(3] e v = [3:5]' produzem a matriz identidade 3 por3 e o
vetor-coluna (3, 4, 5). Quais sdo os resultados de A * ve v' * v? (Nio é necessdrio utilizar
o computador!) Se vocé tentar calcular v * A, o que acontece?

Se vocé multiplicar a matriz 4 por 4 composta apenas por | A = onesi4.4) ¢ a coluna
v = onesl4,1), quanto serd A * v? (Ndo ¢ necessario utilizar o computador!) Se vocé mul-
tiplicar B = eye(4) + ones (4,4) vezes w = zerosi4,1) + 2 * onesl4,1), quanto serd B * w?



