Forcas Iinternas

Objetivos da aula:

= Mostrar como usar 0 metodo de secOes para determinar as cargas
Internas em um membro.

= Generalizar esse procedimento formulando equacdes que podem
ser representadas de modo que descrevam o cisalhamento e o
momento interno ao longo de um membro.
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Forcas internas desenvolvidas em membros estruturais

Para projetar um membro estrutural ou mecanico, e preciso conhecer
a carga atuando dentro do membro, a fim de garantir que o material
possa resistir a essa carga.

As cargas internas podem ser determinadas usando o metodo das
secoes.

Como exemplo, considere a viga na figura abaixo. Quals as forcas
Internas que atuam na secao a-a em B?

a

A0 seccionar a viga em a-a , as cargas internas que atuam em B seréo
expostas e se tornardo externas no diagrama de corpo livre de cada

segmento.

slide 2



Forcas internas desenvolvidas em membros estruturais

De acordo com a terceira lei de Newton, essas cargas devem atuar em
direcoes opostas em cada segmento, conforme mostra a figura

abalxo:
lpl

P,
Ay Mp Mp
— B —n- e B
Ay Ny Ng |

Aqui as direcoes foram escolhidas aleatoriamente. A verdadeira
direcao deve sair das condicoes de equilibrio 2F,=0 XF =0 e XMg=0
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Forcas internas desenvolvidas em membros estruturais

Em duas dimensodes, existem trés resultantes de carga internas:

Forca normal
.
C - TN
M
Forca -V 4
cisalhante Momento fletor

ou cortante
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Forcas internas desenvolvidas em membros estruturais
Em 3D essas cargas aparecem na figura abaixo:

—

Componentes do
momento fletor T M-

—Forca normal

er:-ment::: torsional
M,

7 V. \

M, ’ T H\\
: ———— Componentes da
/ forca cortante
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Procedimentos para analise
Reac0es de suporte

= Antes gque o0 membro seja seccionado, pode ser preciso primeiro
determinar suas reacOes de apoio, de modo gue as equacoes de

equilibrio possam ser utilizadas para solucionar as cargas internas
somente depois que o0 membro for seccionado.
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Procedimentos para analise

Diagrama de corpo livre

= Mantenha todas as cargas distribuidas, momentos e forcas que
atuam sobre o membro em seus locais exatos, depois passe um
corte imaginario pelo membro, perpendicular ao seu eixo, no ponto
onde as cargas internas devem ser determinadas.

= Depois que o corte foi feito, desenhe um diagrama de corpo livre
do segmento que tem o menor numero de cargas sobre ele e
Indique as componentes das resultantes da forca e do momento de
binario na secdo transversal, conforme a convencdo de sinal
estabelecida.
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Procedimentos para analise

Equacotes de equilibrio

= Os momentos devem ser somados na secdo. Desse modo, 0s
momentos das for¢as normal e cortante na sec¢ao sao eliminados,
e podemos obter uma solucao direta para 0 momento.

= Se a solucdo das equacOes de equilibrio geram um escalar
negativo, o sentido dessa quantidade é oposto ao que € mostrado
no diagrama de corpo livre.

Vamos ver um exemplo
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Exemplo 1 (7.1)

Determine a forca normal, o esfor¢co cortante interno e o momento
fletor nos pontos C e D da viga. Assuma gue 0 apoio em B seja um
rolete. O ponto C esté localizado logo a direita da carga de 40 kN

40 kN
60 kN +m

AP\ ! . ﬂ
' o B———=—
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Exemplo 1

Calculamos as reacdes de apoio
(+ZIM, =0 B, (6)+60-40(2)=0
+TZF,=0; A,+3333-40=0
SLLF =0, A =0
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B, = 3333 kN
A, =36.667 kN
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Exemplo 1 <k

60 kN-m

<

A =

T *
| D | B——"—
AP O S

SZF, =0;
+T3F, =0;

"’\—Z_-"l’fc = O;
SLF. =0;

+TEF}_=D;

"-;—Z._-'WD = 0'
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Ng=0

36.667 40—V, =0 V,.=-3333kN

M.-36667(2)=0  M.=73.33kN-m
N,=0
V,+3333=0 V,=-3333kN

3333(2)+60-M,=0 M,=66.67KkN-m

Ans

Ans

Ans

Ans

Ans

Ans

40 kN
60 kN m
r
Ax j
‘- 2m ' 4m '
A: () 5}
40 kN
M
;‘Jc:. (k)
2m
A= 36.667 kN
M Vi 60 kKN-m
4m
B, =3.333kN



Exemplo 2 (7.18)

Determine a forca normal, o esforco cortante e 0 momento fletor nos
pontos D e E da viga. O ponto D estad localizado a esquerda do
suporte de rolete em B, onde 0 momento de binario atua.
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Exemplo 2

Calculamos a reacao do apoio em B
(‘+E;'Wd =) B (3) —2(3)(1.5}—ﬁ—%(Z)(S}H)—S

B, =15kN
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Exemplo 2

L 1-5m | /-5m ) 1m

S((3) K

.+
Ay By 5kN
@)
Calculamos D p
3 . 4 T T F T
4 3F =0; SL?}—ND: N, =4kN Ans
;e 1 (3 ,
+2F =0; V,+15- ?(2)(3)_:{?}0 V,=-9kN Ans
r“
. 1 3 i
(+=M, = 0; M, -6- 7(2}(3)(1)_5L?] (3)=0 M, =18kN-m Ans
Calculamos E
[ 4
+3F =0; 5 L?} ~-N,=0 N, =4kN Ans
1 (3)
+12F = 0; VE—?(]}{I.S}—SL?J=D V, =375kN Ans
(3
(+=M_ = 0; M, ~ 5 (1)(15)(0 L%}(].S}:O M_=-4875kN-m Ans



EquacoOes e diagramas de esforco cortante e momento
fletor

Por exemplo, vamos supor a viga simplesmente apoiada com um pino
em uma extremidade e com um rolete na outra:
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EquacOes e diagramas de esforco cortante e momento

fletor I
—b 1P
As funcoes de esforgo cortante e a—— ‘
momento fletor podem ser (L |
desenhadas para todas as . ==

regides da viga. Se as funcoes x3—|
resultantes forem desenhadas
em funcdo de X, os graficos
serdo chamados de diagrama de |

esforco cortante e diagrama de

momento fletor: L1 L,

M

7
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Procedimentos para analise

= Determine todas as forcas reativas e momentos de binario que
atuam sobre a viga e decomponha todas as forcas em
componentes gque atuam perpendicularmente e paralelamente aos
eixo da viga.

= Especifique as coordenadas de x (pontos criticos) para as regides
da viga que se encontram entre forcas concentradas e/ou
momentos de binario, ou onde a carga distribuida é continua.

= Seccione a viga em cada distancia x e desenhe o diagrama de
corpo livre de um dos segmentos. Cuide para que V e M aparecam
atuando em seu sentido positivo, de acordo com a convencao de
sinal.
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Procedimentos para analise

Funcoes de esforco cortante e momento

= O esforco cortante V ¢é obtido somando-se as forcas
perpendiculares ao eixo da viga.

= O momento M é obtido somando-se 0s momentos em relacdo a
extremidade seccionada do segmento.
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Procedimentos para analise
Diagramas de esforco cortante e momento fletor

= Desenhe o diagrama do esforco cortante (V versus x) e o diagrama
de momento (M versus X). Se os valores calculados das funcoes
descrevendo V e M forem positivos, os valores sdo desenhados
acima do eixo X, enquanto valores negativos sdo desenhados
abaixo do eixo x.

= Geralmente, e conveniente fazer os graficos dos diagramas de
esforco cortante e momento fletor diretamente abaixo do diagrama
de corpo livre da viga.

Vamos ver um exemplo:
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Exemplo 3 (7.49)

Determine os diagramas de esforco cortante e de momento fletor para
a viga.

2

i~ - mc

Primeiro calcule as reagdes nos apoios
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2(5)=10 kN
Exemplo 3

2KkN/m r———i-.__..}
ol .
l l SOKN - m A
Yy yyYy

L F Y Y Y 'IF-\ ! 4
A!“‘J jl c Jls 50 kN-m
| 7 | Z5m 7.5m
| Sm Sm ,
A%:Z-SO kl‘l (é=750kN
O=x<5m:
y &
+TSF =0, 25-2x-V=0 * X
’ Z
gy
V=25-2x i
M
(+4SM=0;  M+2x %x] ~25x=0 o I8
\
M=25x-x* A” =2.50 kﬁ/
Sm<x<10m: 2(5)=/0 KA

X-25 4
+T SF =0; 25-10-V=0 i———-— oy

V=-75 - )M
- 50 kil-Iit

(+3M = 0; M+10(x-2.5)-2.5x-50=0 X AV

M=-75x+75 ATZ-SO kn




Exemplo 3

(+3IM =0,

Sm<x<10m:

+TSF =0;

¥

(+3M =0:
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25-2x-V=

V=25-2x

M + Zr‘—xJ—Z Sx=0

M =25x —x*
25-10-V =0
V=-175

M +10(x-2.5)-2.5x-50=0

M=-T75x+75

2 kN /m
Y Y Y YYYYYYY "\EU kN -m
Af® = ){] ¢
Sm 5m !
V(KN)
250 [.2,5' 5_ /0
o] \l ﬁl” x(m)
'\E
-750
M(kN-m)
3¢
.56
\ 5
-
O| 125 i X(m)
-[2-5




Relacoes entre carga distribuida, esforco cortante e
momento fletor

Carga distribuida

Considere a viga AD mostrada na figura a seguir:

W
- oW =wlx)

iﬂngﬂm i

_I‘}EL D

! .r- |-—ﬂ.r
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Relacoes entre carga distribuida, esforco cortante e
momento fletor

N . . wix) Ax
| - 2 - W = H[::}
i
Al e 7 o )
T ’m ‘ R wlla- i MA
| X - =AY -—

Um diagrama de corpo livre para um
pequeno segmento da viga Ax escolhido
em um ponto X ao longo da viga, que
ndo esta sujeito a uma forca
concentrada.

l M+ AM

V + AV
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Relacoes entre carga distribuida, esforco cortante e
momento fletor

Consideramos que a forca de esforco cortante

; AF = wix) Ax
e 0 momento fletor interno mostrados no A
diagrama de corpo livre atuam nos sentidos ")~ ]
escolhidos.
K AY)

A carga distribuida foi substituida por uma
forca resultante AF = w(X) Ax, que atua a uma
distancia fracionaria k(Ax) a partir da wu M+ AM
extremidade direita, onde 0 < k < 1 [por ”'l
exemplo, se w(x) for uniforme, k = 1/2]. v+ AV

Aplicando as equac0es de equilibrio:

ﬁ.—""‘.\,
]

Ax

2F=0 V+w(x)Ax-(V+AV)=0 AV=-w(x)AXx
2My=0 -VAX-M-w(x)Ax (k(Ax))+(M+AM)=0
AM =VAx+w/(x)k(Ax)?
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Relacéao entre a carga distribuida e o esforco cortante

i :_'II_.-L:-{ _T)
dx
Inclinacdo do
diagrama de =
esforco cortante

Intensidade da
carga distribuida

Se reescrevermos a equacao acima na forma dV = -w(x)dx e
realizarmos a integracao entre dois pontos quaisquer B e C na viga,
Veremaos que: ,

AV =- w(x)dx

Variacdo no ~ Area sob a curva
esfarco cortante de carregamento
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Relacao entre esforco cortante e momento

dM _

7
th’

Inclinacao do diagrama

| _ _ Esforco cortante
de momenta flator

Se essa equacao for reescrita na forma dM = [/ dx e integrada entre
dois pontos B e C quaisquer na viga, temos:

AM = [V dx

'*.flill'llill;lflcj Mo Area sob o EJICJE]I’EHW]
momento Hetor ~ de esforco cortante
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Forcas e momentos concentrados

O diagrama de corpo livre de um segmento pequeno da viga tomado
sob uma das forcas, € mostrado na figura seguinte:

F
L Fl. F

!ﬂ’lffl”;mi ‘F‘HI‘I_‘W["I} ML ] l M+ AM

S M
g o 1)

| &

X - ‘ Ax VAV

Ax
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Forc;as e momentos concentrados
Aqui, o equilibrio de forcas requer:

+12F, = 0; AV = -F

Como a variacdo no esforco cortante &€ negativa, o diagrama de
esforco cortante “saltara” para baixo quando F atuar para baixo na
viga. De modo semelhante, o salto no esforco cortante (AV) é para

cima quando F atua para cima. (pois considera negativo para baixo e

0 desenha como positivo) -

| i ) £V = W) Yo l M+ AM
J ST i , J AL
i 1]
‘.-I -a-.l: . - E If:r D r .
| " ‘ - - v+ AV
| X - —Ax Ax
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Forcas e momentos concentrados

Si tivermos um binario M, no elemento estudado, considerando que se
Ax — 0, 0 equilibrio do momento requer:

SHYM=0: AM = M,
Assim, a variacdo no momento AM e positiva,
ou o diagrama do momento “saltara” %-Ig
. . . A
para cima se M, estiver no sentido M = M+ AM
horario. De modo semelhante, o salto ‘ l

AM é para baixo quando M, esta em
sentido anti-horario.

V+ AV
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Pontos importantes

A inclinacao do diagrama de esforco cortante em um ponto € igual a o
negativo intensidade da carga distribuida, ou seja, dV/dx = -w(x).

Se uma forca concentrada atua para cima na viga, o esforco cortante
saltara para cima pelo mesmo valor.

A variacao no esforco cortante AV entre dois pontos € igual a area sob a
curva de carga distribuida entre os pontos. A inclinacao do diagrama de
momento em um ponto é igual ao esforco cortante, ou seja, dM/dx = V.

A variacdo no momento AM entre dois pontos é igual a area sob o
diagrama de esforco cortante entre os dois pontos.

Se um momento de binario no sentido horario atuar sobre a viga, o
esforgo cortante ndo sera afetado; porém, o diagrama de momento fletor
saltara para cima com a mesma quantidade.
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Pontos importantes

= Os pontos de esforco cortante zero representam 0s pontos de
momento fletor maximo ou minimo, pois dM/dx = 0.

= Como duas integracoes de w = w(x) sao envolvidas para primeiro
determinar a variacdo no esforco cortante, AV = | w (x) dx, em
seguida, para determinar a variacdo no momento fletor , AM = |V
dx, se a curva de carga w = w(x) € um polinomio de grau n, V =
V(X) sera uma curva de grau n + 1 e M = M(X) sera uma curva de
grau n + 2.
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Exemplo 4 (7.74)

Determine os diagramas de esforco cortante e de momento fletor para
a viga.

8 kN 8 kN

Joan]  [TT10

A . /3
B, ./ C D

=—1 m st (). 7S m=t—1m t—1 m—
(.25 m
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Exemplo 4

Support Reactions:

(+=M, = 0; D_(3)-8(1)-8(2)-15.0(3.5)-20=0
D =32.167kN
+T2F =0; 32.167-8-8-150-A =0
' A =1.167kN '

O BN 5)=15 0K

¢
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+w

)
- /.,7

=317

~I]&
M (kN-m)




Cabos
Cabos flexiveis e correntes:

= Combinam resisténcia com leveza.

* Freqguentemente sdo usados em estruturas para suportar e transmitir
cargas de um membro para outro.

= Quando usados para suportar pontes suspensas e carretilhas, 0s
cabos formam o principal elemento de suporte de carga da estrutura.
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Cabos

Trés casos serdo considerados na analise a seguir:
= Cabo sujeito a cargas concentradas

Quando um cabo de peso desprezivel suporta varias cargas
concentradas, o cabo assume a forma de varios segmentos de linha
reta, cada um sujeito a uma forca de tracao constante.

Considere, por exemplo, o cabo mostrado na figura abaixo:

}

- 1
47 Jl'f' VD 31 1

‘*ﬂcﬁﬁ“ﬂ
Py
TP
L1 Ly L3

slide 36



Cabos

O problema e determinar as nove incognitas consistindo na tracdo em
cada um dos trés segmentos, as quatro componentes da reacao em A e
B, e as duas quedas Yy e y, hos pontos C e D. Para a solugao, podemos
escrever duas equacdes de equilibrio de forca em cada um dos pontos
A, B, C e D. Isso resulta em um total de oito equacdes.

Outra possibilidade, porem, é especificar uma das flechas, seja y. ou
Yp, @0 Iinves do comprimento do cabo. Fazendo isso, as equagdes de
equilibrio sao entdo suficientes para obter as forcas incognitas e a
flecha remanescente.

Vamos analisar o caso de um cabo sem peso
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Cabo sujeito a uma carga distribuida
Vamos considerar o cabo sem peso mostrado na figura abaixo:

w(x)(Ax)

|

|

- |
prad : T+AT

|

|

r

w=w(x)~,

p s
|
I
I
|
I
I
|

|'|I I

T \ I. B As ©
e —

| I

O diagrama de corpo livre de um segmento pequeno do cabo tendo
um comprimento As € mostrado na figura acima
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Cabo sujeito a uma carga distribuida

A carga distribuida é representada por sua forca resultante w(x)Ax,
que atua a uma distancia fracionaria k(Ax) do ponto O, onde
0 <k < 1. Aplicando as equacdes de equilibrio, temos:

L YFE =0; —Tcos 8+ (T+AT) cos(8+ A 6) =0
H2E, =0, —Tsen 8 —wx)Ax) + (T+AD) sen(@+ A &) =0
NAIM, = 0; W(x)AX f(Ax) —Tcos @Ay + Tsen f Ax =10

wix)Ax)

: Dividindo cada uma
-z dessas equagdes por Ax e

| o A os a0 tomando o limite quando
| \ I Ax — 0, e, portanto,
(_(J' — i . Ay—>0A0>0AT—0
Ty |*~' obtemos:
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Cabo sujeito a uma carga distribuida

Dividindo cada uma dessas equacOes por Ax e fazendo o limite
quando Ax — 0, e, portanto, Ay — 0, AO — 0 e AT — 0, obtemos:

d(T cos (/) w8
p— ﬂ ~—Fr(£x}“—_:‘
d(T sen (/) | OV{Nas
- wix)=10 i N
dx ,,T/J - P
dy N .
i tan £/

Agora podemos obter as componentes da tensao T na corda!
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Cabo sujeito a uma carga distribuida

Integrando a primeira equacao, temos:

_T OS5 H — L[}l]_?:-.Tﬂ]][E" — FH A componente horizontal

Integrando a segunda equacao, temos:

T ST {} — " Hr{ _1{'} I:'i'u{' A componente vertical
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Cabo sujeito a uma carga distribuida

Dividindo a equacdo 7 sen = | w(x)dx pelaequacdo

T cos 8 = constante = F;  elimina T. Entao, usando a equacao D _ tand

e
podemos obter a inclinacdo do cabo. .
dy [w(x)dx
dx Fy

Realizando uma segunda integracao, temos a funcdo da curvatura da
corda: y=f(x)

l‘(‘l‘11’{_f] cir.) cx

1
VP = —
- by
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Cabos sujeitos ao seu proprio peso

Consideraremos a funcao de carga generalizada w = w(s) (peso como
funcao do comprimento s do cabo) que atua ao longo do nosso cabo:

O diagrama de corpo livre para um segmento peqgueno As do cabo é

h'{.ﬂl(i‘"x.‘c’}
o
L & (Ax) A{
7 § . - — -"i
- ?B - - :
_/_-’f - - - : T L i\i T
A 2 I
- “ |
> I Y8+ AG
- 0] } [

\'.
'\._.
‘I ;"’A"-. ":—‘I".T

Ii - |

-.__r'-’
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Cabos sujeitos ao seu proprio peso

Portanto:
I'cos B =Fy

T sen fl = I‘w{ 5 ) ds

1 [
= r”] wis)ds

Separando as variaveis de integracdo, obtemos (substituimos dy/dx
por ds/dx como ds=(dx?+dy?)2 e portanto dy/dx = ((ds/dx)3-1)1/2

portanto: >
ds _ g 1 p
i \1 + W Jw(s) S

x= [ -~ 5
" _{_%( I‘u-'{.‘;)ci*;)_]_ Exemplo

H -
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Exemplo 5 (7.94)

O cabo ABCD suporta a lampada E de massa 10 kg e a lampada F de massa
15 kg. Determine a tracao maxima no cabo e a flecha y; do ponto B.

9

m

-— 1 m | 3m | |
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Exemplo5 4 T .
\ s 2m A’
\ ‘v,"l‘y
\| ______——9c
“
A o
— 1 m— 3m i !
0.5m

From FBD (a)
(+=M, =0 T, cos 75.96° (2) + T, sin 75.96° (4)
— 15(9.81)(4) - 10(9.81)(1) = 0

T, =15730N

L3F =0; 157.30 cos 75.96° ~A_=0 A =38.15N
+T2F =0, A +157.30 sin 75.96° — 15(9.81) - 10(9.81) = 0
A =9265N
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— —— "‘Q I Im
Exemplo5 4 L | T
Ys 2m A: ‘ ‘

: I »-vg e 1 15496

2 d \

A / \\ | I5(9408
|

~—1m 3m i E ‘0(‘-")"
0.5m C&)
Joint A
LEF =0; T,,cosf—3815=0 (1)
+T2F, =0; 92.65-7,,sin8=0 (2)

Solving Egs. (1) and (2) yields:

f = 67.62° T,,=1002N

y,= (1) tan 67.62° =2.43 m Ans
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Exemplo 5

Joint C;
LSF =0

+T 3F, = 0;
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o T |

- L

==l c 1 546"
. Fj \

VAN j \\ ¢ 15090)N

— 1 m— 3m i ! ‘0(’-")"

157.30 cos 75.96° - T, . cos 8.13° = () T. =3854N

BC

157.3 sin 75.96° — 38.54 sin 8.13° — 15(9.81) = 0 (check)

r =71.,,=15TN Ans
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Exercicio 1 (7.3)

Determine a forca normal interna, o esforgo cortante e 0 momento no ponto
C da viga simplesmente apoiada. O ponto C esta localizado a direita do
momento de binario de 2,5 kNm

10 KN/m
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Exercicio 2 (7.19)

Determine a distancia “a” em termos da dimensdo “L” da viga entre o0s
apoios A e B simetricamente posicionados, de modo que 0 momento interno
no centro da viga seja zero.

Wi Wi




Exercicio 3 (7.53)

Determine os diagramas de esforco cortante e de momento fletor para
a viga.

0.6 kN/m

0.3 kKN-m

= Im "I l.5m—-
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Exercicio 4 (7.80)

Determine os diagramas de esforco cortante e de momento fletor para
a viga.

}- 3m - 3m —l



Exercicio 5 (7.95)

O cabo suporta as trés cargas mostradas. Determine as flechas yg e yp
dos pontos B e D. Considere P, = 2 kN e P, = 1,25 kN. Desconsidere

0 peso do cabo.

—36m-——— 6m | 45m—+=3.6 m—
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