Resultantes de um sistema de forcas

Objetivos da aula

= Discutir o conceito do momento de uma forca e mostrar como
calcula-lo em duas e trés dimensoes.

= Fornecer um método para determinacao do momento de uma
forca em relacdo a um eixo especifico.

= Definir o momento de binario.

= Apresentar métodos para a determinacdo das resultantes de
sistemas de forcas nao concorrentes.

= Mostrar como converter uma carga distribuida simples em uma
forca resultante e seu ponto de aplicacao.

slide 1



Momento de uma forca

= Quando uma forca ndo central € aplicada a um corpo, ela produzira
uma tendéncia de rotacao do corpo em torno de um ponto que nao
esta na linha de acdo da forca. Essa tendéncia de rotacao algumas
vezes € chamada de torque, mas normalmente é denominada
momento de uma forca, ou simplesmente momento.
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Intensidade

A intensidade do momento é Mg, = F-d

onde d € o braco do momento ou distancia

perpendicular do eixo no ponto O até a
linha de acdo da forca.

As unidades da intensidade do momento

(forca vezes a distancia) sio N - m ou Ib - _ \
ft. |

Direcéo /41\” o\

: ~ ’ . . ! ¥ ( @,
A direcao de Mg e definida pelo seu eixo
do momento, o qual é perpendicular ao

plano que contém a forca F e seu braco
de momento d.
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Momento resultante

F, -
\i
d>~ M, | M, 7
L ~d
\//
o !

O momento resultante nessa figura é:

“ (M), = SFd; (My), = Fd — Fd, + Fd
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Produto vetorial

O produto vetorial de dois vetores A e B produz
0 vetor C, que é escrito:

C=AxB

A intensidade de C ¢ definida como o produto
das intensidades de A e B vezes 0 seno do
angulo 0 entre eles (0° <6 < 180°). Logo,

C =AB sen 6.

Para conhecer a direcao e a intensidade de
C, podemos escrever:

C=AxB=(ABsen0)u.
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Propriedades do produto vetorial

= A propriedade comutativa ndo é valida; ou seja, AXB #B x A. Em
vez disso,

C=AxB AxB=-BxA

Y-C=BxA
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= Se 0 produto vetorial for multiplicado por um escalar a, ele
obedece a propriedade associativa;

a(AxB)=(@A)xB=Ax(aB)=(AxB)a

O produto vetorial também obedece a propriedade distributiva da
adicao,
Ax(B+D)=(AxB)+ (A xD)

Na forma cartesiana pode ser escrito como:

i j Kk
AXB=|4, A A
B, B, B
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Momento de uma forca — formulacao vetorial

Exo do momento
Mo=rxF ‘M
It
Ly’
) IJ T I(}
Intensidade <

|\/|O =r F sen® Eixo do ||1|L}|1||:|1h;}

P—m
dan

l 0

Direcao
A direcao e o sentido do momento

sao determinados pela regra da mao
direita do produto vetorial. -
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Principio da transmissibilidade

Podemos usar qualquer vetor posicdao r medido do ponto O a
qualquer ponto sobre a linha de acao da forca F (porque?) . Assim,

Mo=rnXF=nmxXxF=nrxF

Linha de acdo
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Formulacao cartesiana

Se estabelecermos os eixos coordenados X, Y, z, entao 0 vetor posicao
r e a forca F podem ser expressos como vetores cartesianos:

Eixo do

momento =

\ F

:r"fli__;.\
4%

=

=

-

e T] et e
"'1--1 o,

Se o determinante for expandido, temos:
MO = (rsz - rsz) | — (erz - rZFX) J + (ery - rny) K
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O significado fisico dessas trés componentes do momento se torna
evidente ao analisar a Figura:

MO = (rsz - rsz) | — (erz - rzFx) J + (ery - rny) K
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Momento resultante de um sistema de forcas

Essa resultante pode ser escrita simbolicamente como:

M, =2X( X F)

o
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O principio dos momentos

Como F = F, + F,, temos:
Mo=rxF=rx(F,+F)=rxF +rxF,

= O principio dos momentos afirma que o0 momento de
uma forca em relacdo a um ponto € igual a soma dos
momentos das componentes da forca em relacao ao
mesmo ponto.

ky F
.
.H--f"'f- X
,a--.;_‘_‘.',:..f. }
d\ iy Mo Para os problemas bidimensionais:

o - Mo = Ry — FyX
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Pontos importantes

= O momento de uma forca cria a tendéncia de um corpo girar em
torno de um eixo passando por um ponto especifico O.

= Usando a regra da mao direita, o sentido da rotacdo é indicado
pela curva dos dedos, e 0 polegar € direcionado ao longo do eixo
do momento, ou linha de acdo do momento.

= A intensidade do momento é determinada atraves de Mg, = Fd,
onde d € chamado o braco do momento, que representa a
distancia perpendicular ou mais curta do ponto O a linha de acéo
da forca.
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Pontos importantes

= Em trés dimensoes, o produto vetorial é usado para determinar o
momento, ou seja, My = r x F. Lembre-se de que r esta
direcionado do ponto O a qualquer ponto sobre a linha de acéo
de F.

= O principio dos momentos afirma que 0 momento de uma forca
em relacdo a um ponto é igual a soma dos momentos das
componentes da forca em relacao ao mesmo ponto.
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Momento de uma forca respeito de um eixo

especifico

* Na figura, para
determinar o efeito de
rotacao, apenas a

componente y do
momento € necessaria, e

0 momento total
produzido nao e
Importante.

Para determinar essa
componente,  podemos
usar uma analise escalar
ou vetorial.
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Analise escalar
A intensidade do momento é: M, = Fr senf

Analise vetorial
My:j . MO:j -(I"X F)

Essa combinacado é chamada de produto escalar triplo.

Em geral para qualquer direcao a se ;
obtéem: M,
4

, U, U, i

M =u,(rxF)= r_*'

Eixo de projecdo.
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Pontos importantes

= O momento de uma forca em relacdo a um eixo especificado pode
ser determinado desde que a distancia perpendicular a partir da
linha de acdo da forca até o eixo possa ser determinada. M, = Fd..

= Se usarmos a analise vetorial, M, = u, - (r x F), onde u, define a
direcdo do eixo e r é definido a partir de qualguer ponto sobre o
eixo até gualquer ponto sobre a linha de acao da forca.

= Se M, é calculado como um escalar negativo, entdo o sentido da
direcdo de M, ¢ oposto a u,.
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Momento de um binario

Um binario é definido como duas forcas paralelas que tém a
mesma intensidade, mas direcOes opostas, e sdo separadas por uma
distancia perpendicular d.

F
B r -F
F A d
g I, —F

)
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Momento de um binario

Por exemplo, 0s vetores posicao r, e rg estdo direcionados do
ponto O para os pontos A e B situados na linha de acao de -F e F.

Portanto, 0 momento do binario em relacdo a O €
M=rgxF+r,x-F=(rg—r,) xF
Entretanto, como rg = r, + rou r = rg — r,, teremos que
M=rxF

o
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Formulac&o escalar ,,,Tj

O momento de um binario M e definido
como tendo uma intensidade de: M = Fd %

Binarios equivalentes :
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Momento de binario resultante

Considere 0s momentos binarios M,
e M, agindo sobre o tubo na figura.

_‘,,..--""
M; Q.
M;
Podemos unir suas origens em
qualquer ponto arbitrario e encontrar
0 momento binario resultante, Mg =
M; + M,, como mostra a figura ao M,

lado:

Mp

Se mais de dois momentos de binario agem sobre o corpo, podemos
generalizar esse conceito e escrever a resultante vetorial como:

Mg = X(r x F)
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Pontos importantes

= Um momento de binario é produzido por duas forcas nao
colineares que sao iguais em iIntensidade, mas com direcoes
opostas. Seu efeito é produzir rotacdo pura, ou tendéncia de
rotacado em uma direcao especifica.

= Um momento de binario € um vetor livre e, consequentemente,
causa o0 mesmo efeito rotacional em um corpo, independentemente
de onde o0 momento de binario é aplicado ao corpo.

= Em trés dimensdes, o momento de binario geralmente é
determinado usando a formulacao vetorial, M = r x F, onde r €
direcionado a partir de qualquer ponto sobre a linha de acao de
uma das forcas até qualquer ponto sobre a linha de acdo da outra
forca F.

= Um momento de binario resultante é simplesmente a soma vetorial
de todos os momentos de binario do sistema.
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Simplificacéo de um sistema de forcas e binarios

= Um sistema é equivalente se os efeitos externos que ele produz
sobre um corpo sao iguais aos causados pelo sistema de forcas e
momentos binarios originais.

= Nesse contexto, os efeitos externos de um sistema se referem ao
movimento de rotacdo e translacao do corpo se este estiver livre
para se mover, ou se refere as forcas reativas nos suportes se o
corpo é mantido fixo.

E se a forca F for
perpendicular?
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Simplificacéo de um sistema de forcas e binarios
Se F for aplicado perpendicularmente ao bastao, como na Figura (a),
entao podemos aplicar um par de forcas F e —F iguais e opostas no
ponto B (b). A forca F agora € aplicada em B, e as outras duas forcas,

Fem Ae—-F em B, formam um binario que produz o momento de
binario M = Fd (c).

(a)
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Podemos generalizar esse método de reduzir um sistema de forcas e
binarios a uma forca resultante F equivalente agindo no ponto O e
um momento de binario resultante (Mg), (decorrente do
deslocamento das forcas na figura b) usando as duas equacOes a
segulir:

Fr=2F

(Mo = =M, + =M

b Fp

W
M H:&
—No

L (o) M, - r, xF,
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No caso bidimensional, essas equacoes vetoriais se reduzem as
trés equacoes escalares a seguir:

(FR)X = ZFx
(Fr)y = ZF,

(Mg)o =2XMg + ZM
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Sistema de forcas e momentos binarios

Em este exemplo, a resultante € determinada pela suas duas
componentes:

(Fr)x € (MR),
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Procedimentos para analise

» Estabeleca os eixos coordenados com a origem localizada no
ponto O e 0 eixo tendo uma orientacao selecionada.

Somatoria das forcas

= Se 0 sistema de forcas for coplanar, decomponha cada forca em
suas componentes X e y. Se uma componente estiver direcionada
ao longo do eixo positivo X ou Y, ela representa um escalar
positivo; enquanto se estiver direcionada ao longo do eixo
negativo x ou y, ela € um escalar negativo.

= Em trés dimensdes, represente cada forca como um vetor
cartesiano antes de somar as forcas.
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Procedimentos para analise

Somatdria dos momentos

* Ao determinar os momentos de um sistema de forcas coplanares
em relacdo ao ponto O, normalmente é vantajoso usar o0 principio
dos momentos, ou seja, determinar 0s momentos das componentes
de cada forca, em vez do momento da prépria forca.

= Em trés dimensOes, use o produto vetorial para determinar o
momento de cada forca em relacdo ao ponto O. Aqui, 0s vetores

posicao se estendem de O até qualgquer ponto sobre a linha de acéo
de cada forca.
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SimplificacOes adicionals de um sistema da forcas e
binarios
Sistema de forcas concorrentes

O sistema equivalente pode ser representado por uma unica forca
resultante agindo em O.
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Sistema de forcas coplanares

Sistema de forcas nao concorrentes

A distancia d pode ser determinada atraves da equacao escalar:

(Mg)o = Frd =ZM, ou d = (Mg)o/Fr
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Sistema de forcas paralelas

A distancia d ao longo do eixo perpendicular b a partir do ponto O requer:
(Mg)o = Frd = XM, ou d = XM /Fg

TFI l F, [ Fp=3F
o| 4

o TF3‘ — a - G = a e

d

(Mg) 5

FRZEF

Errado
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Somatodria dos momentos

= O momento da forca resultante em relacdo ao ponto O e igual a
soma de todos os momentos de binario no sistema mais 0s
momentos de todas as forcas no sistema em relacao a O.

= Essa condicdo de momento é usada para encontrar a posicdo da
forca resultante em relacao ao ponto O.
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Reducao a um torsor

A combinacdo de uma forga resultante F, e um momento de binario colinear
M, tendera a transladar e girar o corpo em relagdo ao seu eixo. Esta
combinacdo é chamada torsor.

Veja que em geral o momento resultante ndo é paralelo a Fg, mas ele pode
ser decomposto e sua componente perpendicular cancelada por um
deslocamento da F.

#—_—— 141
o

S
=

a—

M,
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Cargas distribuidas
Sao cargas distribuidas:

= apressdo do vento sobre a superficie de um cartaz de propaganda,
= apressao da agua dentro de um tanque,

= 0 peso da arela sobre o piso de uma caixa de armazenamento.
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Intensidade da forca resultante

A Intensidade de dF é determinada pela area diferencial em cinza dA
abaixo da curva de carregamento. Para o comprimento inteiro L,

HF = SF Fo= [ wix)dx = | dd = 4
A

- L .
Portanto, a intensidade da forca resultante é igual a area total A sob o
diagrama de carregamento.
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Posicao da forca resultante

Aplicando a equacao (Mg), = M, a posicao da linha de acao da
forca resultante pode ser obtida igualando os momentos da forca
resultante e da distribuida em relacdo ao ponto O. Como dF produz
um momento dF x = x W(x) dx em relacdo a O entao

—xFp = —f axw (x)dx
L

j‘ xw(x)dx j xdA
T: -.".‘ — = A

[ w(x)ax | d

A forca resultante tem uma linha de acao que passa pelo centroide C
(centro geométrico) da area sob o diagrama de carregamento.
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Pontos importantes

= As cargas distribuidas coplanares sao definidas usando-se uma
funcao de carga w = w(X) que Indica a intensidade do carregamento
ao longo da extensdo de um membro. Essa intensidade é medida
em N/m.

= QOs efeitos externos causados por uma carga distribuida coplanar
atuando sobre um corpo podem ser representados por uma unica
forca resultante.

» Essa forca resultante e equivalente a area sob o diagrama de carga e
tem uma linha de acdo que passa pelo centroide ou centro
geometrico dessa area.
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Exemplo 1:

O cabo do martelo esta sujeito a uma forca de 1000 N. Qual o
momento respeito do ponto A?
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Exemplo 1:

(+ M, = [-1000 cos 307 (430) - 1000 sin 30° (125)] (107)
A L L
==4522N-m=452N-m (clockwise)
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Exemplo 2:

Qual o angulo da forca F (entre 0° e 180°) que produz 0 momento maximo e
minimo respeito do ponto A? Quais os valores desses momentos maximo e
minimo?

F=a8kN

1Al
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Exemplo 2: K\\

3m L: a2m Rl
/ B f b
——
/ N 2/°
F=¢ kN
6om A
_Fx
: .'-rﬁi:-.‘_l
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Exemplo 2:

In order to produce the maximum moment about point A, force F must act perpendicular to hine AB,

Fig. a. From the geometry of the diagram,

&
¢ = tan”| —|=6343°
\3)

B = 9F-d¢d=90"-6343" = 26.6°

Also,

d = 1”| 'EI: +31 = ”IIETEI.

The maximum moment of F about point A4 1s given by

(M), = Fd =6/[45 | = 402kN-m

-'1 .-|

Ans

m

F=8kN

The mimmum moment of F about point A occurs when the line of action of F passes through point A.

Referning to Fag. b,
B = 180°-d¢=180°=-6343°=117°

and
(M), =Fd =6(0)=10
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Exemplo 3:

O conjunto da figura
esta sujeito a uma
forca de 80N aplicada
no ponto C. Determine
0 momento dessa forca
respeito do ponto A
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Exemplo 3:

A
&Q
,K) m{
V

Position Vector And Force Vector:

r.. = [(0L55 = 0)i+ (0.4 - 0)j + (=0.2 - 1)k} m
= |0.55i + 0.4j - 0.2k} m

F = 80 (cos 307 sin 4071 + cos 30° cos 4(Fj = sin 30°k) N
144.53i + 533.07j = 40.0k} N

Moment of Force F About Point A: Applying Eqg. 4=7, we have

M, =

A r.-ﬁl‘_'"-:.::F.I:'

i k

055 04 =02
4453 53.07 =40.0

= [-5.39 + 13.1j + 11.4k| N-m Ans



Exemplo 4:

Dois binarios atuam na
estrutura da figura. Se
d=1,2 m determine o

momento de binario
resultante. Calcule o
resultado decompondo
cada forca em

componentes X e y e a)
encontrando 0 momento
de cada binario e b)
somando 0S momentos
de todas as componentes
de forca em relacdo ao
ponto A

slide 47

v
~——

s}

1.

300N



Exemplo 4:

.'4".
(a) (+ M, =200 cos30° (1.2) - ﬁm}‘ T‘ (1.2)
.

==80I5N-m=80L15N-m ) Ans

i

4
(b} (+ M, =-=200 cos 30° (0.6) + 200 cos 30° (1.8) + ﬁm}[f‘ (0.9) +

ﬁm}‘—J (2.1) - E‘n{]ﬂ[j] (2.1) -W{J‘—J (2.1)

==RLIS N m=8015N-m } Ans
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Exemplo 5:
Substituir o sistema de forcas atuando na trelica da figura por uma
forca e um momento de binario resultante agindo no ponto C

00 N
-[I b m=p=0.6 m=- l-‘i i l—ﬁ =
Ei!
TR \ N

B m |
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000N __
75

Exemplo 5:

A 1000N 750N S0ON

18m ' QIO

W09 7 v 2500N
2500 (°/5) N
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Exemplo 5:

Equivalent Resultant Force: The 2500-N force is resolved into its x and y components,
Fig. a. Summing these force components algebraically along the x and y axes,

“3(F,), = 3F,; (F,). = 2500 (%] = 2000 N —
i 3
L15(Fy), = B (Fy), = —1000 — 750 - 500 — 2500 (—] = 3750 N =3750N |
,=ZF, _ :

The magnitude of the resultant force F, is given by

Fo= \(E,),? +(Ep) = N2000% +3750° = 4250 N Ans

The angle #of F, 1s

(F)

-1 R4y

- 3750
f=tan n =61.93°=61.9° ?I Ans
'LZ{J{J{J

R{x

Equivalent Couple Moment: Summing the moment of the forces and force components,
Fig. a, algebraically about point C,

(+ (M) .=ZM (M), =-1000 (0.6) =750 (1.2) = 500 (1.8) - 2500 [%] (2.4) = 2500 [i] (1.8)
J

, ! | !

=-9600 N-m = 9.60 KN -m (clockwise) Ans
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Exemplo 6:

Substituir o sistema de
forcas e o0s binarios
atuando na estrutura da
figura por uma forca
resultante equivalente e
especifigue onde a linha
de acao da resultante
Intercepta o0 membro
BC medida a partir de B
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Exemplo 6: |
- 0.6 m
J
s/
/
750N
1.2m
750 N-m
-
\li().‘)m A
30°
250N
N (4 . .
%F, =%F; F,.=750| =| +250sin30°=725N
+1F, =3F; FH,=25[]:{153H°+?EDI§ 6665 N d
F,= (725) + (666.5)) =9848N  Ans
6665
g=tant| 202 _gpee A Ang
| 725 o
1
n

f 4'1
(+ Mo, =EM,; 725(d) =750 | —| (0.6) =250 cos 30° (0.9)
£ 250 sin 30° (1.8) + 750

d=157Tm Ans
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Exemplo 7:

Substituir o carregamento distribuido por uma forca resultante
equivalente e especifique sua posicao na viga medindo a partir de A

8 kKN /m
4 kN /m

A

/e EE—
|

Am Im
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Exemplo 7:

Loading: The distributed loading can be divided into three parts as shown in Fig. a.
Resultants: Equating the sum of the forces along the v axis of Figs. a and b,

+] (Fp), = 2ZF; F,= %(8}(3) —(4)(3} +4(3)=30kN | Ans
If we equate the moments of F, Fig. b, to the sum of the moment of the forces in Fig. a about point A,

(M), =2M,: =30(x) = —(SJ(3J(2) - 5 (9(3)(4)-4(3)(45)

(¥)=34m Ans

MI-—

| (30 kN

a) (b).
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Exercicio 1:

Determine a direcdo 6 (0< 6
<180) da forca F que produz
0 momento maximo em torno
do ponto A. calcule o valor
desse momento.

Exercicio 2:

Determine a
momento de

SEr zero
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Intensidade
necessaria da forca F se o
binario
resultante sobre a viga deve

F=400N

A
!

|

Z




Exercicio 3:

Substitua o sistema de forcas
e momentos de binario que
agem sobre o bloco retangular
por um torsor. Especifigue a
Intensidade da forca e o
momento de binario do torsor
e a posicdo onde a linha de
acao intercepta o plano x-y

EXxercicio 4:

Substitua o  carregamento
distribuido por uma forca
resultante equivalente e
especifigue sua posicdo na viga,
medindo a partir do ponto A
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W

85 kN/m

1
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2

4 m

(4 — x)?

3000 N




