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1. Infroducgao

o Resolvem vdarios problemas tedricos e praticos:

o Infteligéncia artificial: resolucdo das equacoes de
Bellman;

o Teoria dos grafos: fluxo factivel (caixeiro viagjante: I
simétrico ou assimétrico (trechos percorridos
diferentes));

o Circuitos elétricos: andlise de sistemas lineares (forma
real e complexa);

o Teoria de controle: sistemas lineares e a linearizacdo
de sistemas ndo lineares;

o Transferéncia de Calor e Mecdnica dos Fluidos;




APLICACAO DAS EQUACOES LINEARES

A aplicacdo de equacoes e
sistemass lineares € fundamental na
resolucao de problemas que envolvem
equacoes com muitas incognitas.
| Problemas desse tipo se apresentam |
B por exemplo, na distribuicdo de z
energia elétrica, no gerenciamento
das linhas de telecomunicacoes e no
logistica para transporte de
mercadorias em uma regido.




Em que situagcoes devemos resolver um
sistema de equacgoes?

Resolver sistemas de equacoes &
necessario em qualguer estudo
onde se pesquise a interacdo de
varidveis em determinado fendmeno
OU experimento.
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Exemplos:
Circuitos Elétricos:
Descobrir as correntes.

+ |, = 20

|, + 41, =16 40




Exemplos:
Balanceamento de equacoes quimicas

wNH; + x O, = yN, + zH,0

W =2y
43w = 2z
_2x=z
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Perfis de potencial Iio no
interior do motor eletrost

AR MIEVTAERE R R
VRN W e SEAE WG W

L Ly bl
Wime W
ﬁ# . | - -w
LY e . L]
»MWW o -m
WS S Teme 3
i Tmme |-u_|u
- - . o ok
- e P}
.....oﬂﬂl-l A = WA
i, -y
o
= A rer
v AR B,

L L LR, 118
nﬁ..,..lulu-!rl -._._m LURRE

Ry D T A}

umda

Temperaturas em

onico

~

placa de circuito eletr

Fluxo magnético no interior

de um motor elétrico




O que é uma equacao linear?

o Equacdo com certo numero de variaveis onde
cada termo ndo pode ter grau diferente de 1.

o Exemplo:

o3x+my-6z+w=v2 [v]
o3xy +5z=7 |&%

o Produto de duas varidveis de grau 1 tem grau 2.

1
o-—3y+z=10
Equivale x!, o grau ndo é 1




Conjunto de equacoes lineares.

Exemplos:
X+y—-z=7/ X+y—-3z+w=0 X—2y+z=38
4 2X-4y+z=0 dX-y+z+2w =15 _‘3x+y—z=1
X+y=3 2X-y—-zZ-W=3 X+y+z=2
_ _ X-y-32=13
3 equacoes 3 equacoes 4 equacoes

3 incognitas 4 incognitas 3 incognitas




Um sistema linear com m equacoes e
n incognitas pode ser escrito na forma:

a, X, +a,X, +...+a, X =b

In“*n
&, X, +a,X, +...+a,,. X, =D, | S
<
M M M M

Qg Xy F A X, Tt A X, = b,

coeficientes constantes variaveis
a

mn b, Xp




Resolver o sistema linear

!

Calcular os valores de x; (] =1,2,...,n) , caso
existam, que satisfacam as m equacoes.




oNotacdo matricial: AX =B

onde [ a11 a12 A a1n )
A= 8, 8, A 8y .
M M M
\aml Ao A A Y,

e a matriz dos coeficientes.




E o vetor das varidveis  (x,

X —

\Xn

F o vetor dos termos independentes b,




o Consideremos a situacdo de duas equacoes e de
duas variaveis

2X, + X, =3 solucdo Unica x* =£1j
1

X, — 3X2 —_9 retas concorrentes

2X, + X, =3

infinitas solucoes o = o T——
4%, +2X, =6 retas coincidentes 13224 & e

2X, + X, =3 nenhuma solugdo
4%, +2X, =2

retas paralelas




2. Interpretacdo Geométrica

o Cada equacdo linear de duas variaveis € a
equacao de uma reta:

2X+y=3 — = - 2X + 3 (forma da funcdo afim)
coef. angular a = -2 coef. linear:b =3

X=2y=4 — y=5-2

1 .
coef. angulara = E coef. linear: b =-2;




o Grdficos:

2X+y =3
X—2y =4

S={(2-1)}

..................................

.....................................................................................

o A solucdo de um sistema de duas equacoes e duas
incognitas € o ponto de intferseccdo de duas retas
representadas por essas equacoes.




o Vimos um exemplo que as retas possuem um
ponfo de intersecgao , associado ao conjunfo
solucdo do sistema: UMA UNICA SOLUCAO.

o Chamamos essa posicao de: RETAS
CONCORRENTES l

o,

A\




o Exemplo:

6x — 3y = 1
2X—y =3

Sistema Impossivel.

o Como sdo as retas associadas as equacoese
o Ndo possuindo interseccdo, as retas sdo: PARALELAS.




o Exemplo:

2X+2y =8
X+y=4

Infinitas solugoes.
Duas maneiras diferentes de -
apresentar a mesma equagao.

o Nessa situacdo dizemos que as retas sdo
COINCIDENTES.




o No caso geral de m equacoes € n variaveis
também temos estas frés situacoes: solucdo
unica, infinitas solucdes e nenhuma solucdo.

o Notacado:

o X * solucdo exata
o X solucdo aproximada




3. Tipos de Métodos

o Existem dois fipos de métodos para
resolver sistemas de equacoes lineares:

o Métodos Diretos: Utilizam um nUmero finito de
PASSOS para obter a solucdo do sistema. Para
minimizar erros de arredondamento adota-se
O pivoteamento.

o Métodos Iterativos: Podem ser mais rédpidos,
fornecendo sequéncias que convergem para
a solucado sob certas condicoes.




Métodos Diretos

o Eliminacdo de Gauss:
o Pivotamento

o Gauss Jordan (Inversa)

o Decomposicao LU:
o A = LU (L € matriz tfriangular inferior e U matriz
tfriangular superior); LUx=b; logo Ly=b (obtém y) em
seguida Ux =y (obtém-se x|

o Choleski:

o Se A=Al e A é positiva definida entdo A = LLT,
onde L &€ matriz friangular inferior.




Observacgoes:

o Um sistema é considerado de pequeno
porte se contém até 30 varidveis

o Um sistema €& considerado de médio porte
se contém até 50 variaveis

o Um sistema é de grande porte se contém
mais de 50 varidveis.

/

o Para escolher um algoritmo eficiente para
calcular a solucdo de um sistema deve-se
levar em consideracdo a estrutura da matriz
A, seu tamanho, esparsidade e simetria.




4. Eliminacao de Gauss

oNeste metodo direfo operagoes
elementares da Algebra Linear sGo
aplicadas:

o Troca de linhas

o Multiplicacdo de uma linha por uma
constante ndo nula;

o Adicdo (subtracdo) de uma linha com um
multiplo de outra linha, para substituir uma
das linhas envolvidas na operacdo.




O método consiste de dois passos basicos:

o Triangularizacdo: transforma a matriz A
numa matriz triangular superior, mediante
operacoes elementares nas linhas, pois
este tipo de sistema é de facil resolucdo.

o Retrosubstituicdo: consiste no calculo dos
componentes do vetor solucdo, a partir
da solucdo imediata do ultimo
componente e entdo substituimos
regressivamente nas equacoes
anteriores.




oTeorema 1:Seja Ax=b um sistema linear.
Aplicando sobre as equacoes deste uma

sequéncia de operacoes elementares
escolhidas entre:

o trocar a ordem das equacoes,

o mulfiplicar uma equacdo por constante,

o adicionar um multiplo de uma equacdo a
outra;

o Obtemos um novo sistema Ax=hb
equivalente.




oSuponhd pDetA=0 . A eliminagcdo e
efetuada por colunas.

0O elemento a3 € denominado pivd na
orimeira etapa. O elemento a, € o pivd
da segunda etapa. O processo repete-se
até termos um sistema linear triangular.

0QOs elementos m, =a;/a,, SO OS
multiplicadores da primeira etapa.

oPara gerar os zeros da coluna 1 linha i,
foca L —L -m, L, nalinhai. Repita o
Processo para a coluna 2.
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o Exemplo:
o Seja o seguinte sistema linear

1 4
- My== , My=— 4
%3 3 3%, + 2%, + 4%, =1 l

3X, +2X, +4x; =1
D ineoss 323 -61)

4%, +3X, —2X, =3 e \(1/ 3)x, —(22/3)x, =(5/3)

Ly > L —mgy Ly

-

[ -3
3X; +2X, +4x; =1

‘ < (1/3)x, +(2/3)x; =(5/3) ‘ x*:g

M= 7= —(2413)x, =0




o Problema: Pivd nulo ou proximo de zerollll

o Estratégia de pivoteamento parcial:

o No inicio de cada eliminagcdo de Gauss,
frocando as linhas, escolher para o pivo o
maior ‘aij ‘ da colunaj.

o Estratégia de pivoteamento total

o No inicio de cada eliminacdo de Gauss,
escolher para o pivd o maior |a;| entre todos
elementos que atuam no processo de
eliminacado.

o Problema: Muifas operagoes de
comparacaol!l




Pivoteamento Parcial X Pivoteamento total

3X, + 2%, +1X; — X, =5 . 3X, + 2%, +1X; =X, =5 .
0%, +1x, +0x; +3x, =6 parcial 0%, —3X, =5X3 + 7%, =7 confinuar

0X; 93X —9X3 + 71X, =7 ‘ 0x, +1x, + 0x; +3x, =6
0x, +2X, +4x; +0x, =15 0x, +2X, +4x; +0x, =15

/

3%, +2X, +1x5 =%, =5 total 3%, + =X, +1X3 + 2%, =5 continuar

0x, +1x, +0x; +3x, =6 0X, + X, +5%; —3X, =7
Ox; =3, = X5 +[7Xy =7 ‘ 0x, +3x, +0x; +1x, =6

0, +2x, +4x3 +0x, =15 0, +0X, +4X; +2X, =15




5. Decomposicao LU

o Dado um sistema de equacgoes lineares, com A
nao-singular:
AX=D
o A decomposicdo LU busca encontrar frés matrizes
nxn de maneira gue :

PA=LU ) A=PILU

Onde;

o P € uma matriz de permutacdo (de pivoteamento),
inicia-se com a matriz | (idenfidade) que € colocada
ao lado da matriz A, tal matriz sofrerd mudancas nas
linhas se ocorrerem trocas entre linhas.

o L € uma matriz diagonal inferior (Lower)
o U é uma matriz triangular superior (Upper)




oNa decomposicdo A=LU amatriz L &
triangular inferior com diagonal unitdaria e
a matriz U é triangular superior.

oPassos para a solucao:
o Resolver Ly=Pb por substituicdo direta.
o Resolver Ux=y por retrosubstituicao.




o Substituicdo Direta

L-y=Db by
_ _ _ _ ~ ~ Yi= !—

hiy 0 O Y1 by 11

b1 ha O [-|y2|=] b Yy — !i(m ~ biy)
k1 hy B3| | vz | b3 | 22

oRefro substituicdo

i I - U33
U u U X 1
11 Up U133 1 V1 o L~ usa)
0 uxp un3 X2 %, U2
0 0 us3 X3 B




oPara o calculo de cada termo das
maitrizes L e U:

i—1 .
Wi = Qi — D p_q likUkj, L= 7,

e
S
|

. 4 S
(ﬂij . Ei:l Eik“’kj) [ wjj, 1> 7.




o Exemplo da decomposicdo LU para uma

Matriz A5 sem pivotamento.

A=LU=|m, 1 0|0

Q>
N
N

w

Q>
N
w

>

w
w




o Exemplo de fatoracdo LU. Considere

3X, +2X, +4x; =1
X 4%, +2,=2 onde
A%, +3Xy —2X3 =3

A=

(3 2 4)
11 2

4 3 2)

oDo método de Gauss sem pivotfeamento:

(3 2 4)
A=l1 1 2

4 3 2)

m—)

(3 2 4
0 1/3 2/3

0 1/3 -10/3,

m—)

(3

173
4/3

2 4
1/3 213
1/3 -10/3,




(3 2 4) (3 y) 4 ) (3 2 4
A=l11 2 ‘1/3 1/3 213 ‘ 1/3] 1/3 2/3
\4 3 2 4/3] 1/3 -10/3, /3] 1| -4,

o Assim, as matrizes L e U sdo

(1 0 0 (3 2 4

L=11/3 1 ol u=|lo 13 2/3‘ LU=A

413 1 1, 0 0 -4,




o Resolvendo o sistema Ax=Db por fatoracdo LU:

3X, +2X, +4x, =1 y, =1 (1)
X +X +2x, =2 = Ly=b= g3y 4y =2 = y_|5/3
A%, +3X, —2X3 =3 413y, +Y, +Y;=3 L0 -

o Continuando

3X, +2X, +4X, =1 (-3)
Ux=y = 1/3x,+2/3x;=5/3 = X=| 5
_4X3=O O/




6. Fatoracao de Cholesky(i)

oSe Anxn € uma matriz definida posifiva (x' Ax >
0) e simétrica, entdo tal matriz pode ser
fatorada na forma A = LU = LLT cujos
elementos diagonais de L sGo estritamente
POSItIVOS.

o Fatoracao de Cholesky: Primeiro verificar se
uma matriz simétrica é definida positiva. Em
caso positivo, continuar com o método de
Cholesky.

o O método de Cholesky requer
aproximadamente a metade das operacoes
necessarias para a fatoracdo LU, da ordem
de n3/6 operacoes.




o Como calcular os elementos de L

"fll = 4/l . .

aji Obtida a matriz L
it = I 2,30 resolve-se o sistema:

|
2 Passo 1: Calcular Ly=b S

loy = \/ azs — 13,

Qo — 141 Passo 2: Calcular L'x=y
l., — _42 21 . _ gy -
32 522 a_;'. e TIERE

b = \Jowe— (B + B+ Byt o+ By )

[ﬂjk— S fﬁfki]

Ly = G=k+1,k+2 ..n

lik




o Obtenha a solucdo do sistema de
equacoes lineares através de Cholesky.

x+y=2
x+2y—z=1
—y+3z=5




o Fatoracao de Cholesky: Primeiro verificar
se uma matriz simétrica & definida posifiva.
Em caso positivo, continuar com o método
de Cholesky.

0O méetodo de Cholesky requer
aproximadamente a metade das
operacoes necessarias para a fatoracdo
LU, da ordem de n3/6 operacoes.




7. Metodos lterativos

o E bastante comum encontrar sistemas lineares
gue envolvem uma grande porcentagem de
coeficientes nulos. l

o Esses sistemas sdo chamados de sistemas
esparsos.

o Para esses tipos de sistemas, o método de
Eliminacdo de Gauss ndo € o mais apropriado,
OIS ele NGo preserva essa esparsidade, que
pode ser Util por facilitar a resolucdo do sistema.




o Métodos Iterativos sdo indicados para resolver
sisfemas esparsos € de grande porte;

oPartem de uma solugcdo iniciale
sistematicamente geram uma sequencia de
iferandos;

o Métodos diretos: eliminacdo por Gauss,
fatoracdo LU, fatoracdo de Choleskys, .
Fornecem solucdo de qualquer sistema. Para
minimizar problemas de arredondamento,
adota-se o pivoteamento.

o Métodos iterativos: podem ser mais rapidos e
necessitar de menos memaoria do
computador. Fornecem segqUéncias que
convergem para a solugdo sob certas
condicoes.




Computar uma seqléncia de iteracdes que convergem para a solucao desejada

Dada uma aproximacéo x", o método iterativo gera uma seqiiéncia

que converge para a solucdo desejada x = A~ 'b, onde x™ ! é calculado facilmente
de x™
@ n&o reproduzem a solugdo exata apds um numero finito de passos I
=
@ decrescem o erro em certa quantidade em cada passo (iteracéo) /

@ processo para quando o erro atinge uma toleréncia pré-estabelecida

@ erro final depende do numero de iteragdes, das propriedades do método e das
propriedades do sistema linear =




oSeja Ax=b um sistema linear de ordem n.
A ideia é generalizar o método do ponto
fixo, escrevendo o sistema linear na forma

x=Cx+g

oonde C € uma matrizde ordem negé
um vetor coluna nxl.

oDado um vetor aproximacdo inicial x©),
construimos iterativamente:

-

xH =Cx© +g
x? =Cx® +g

\




oSe asequéncia xO, x(1 ..., x&
convergir

Lim x® =Cx*? +g=a
k grande

oEnfdo a € a solucdo do sistema linear

AxXx=b com X=o




o Se a sequéncia xk estiver suficientemente
proximo de xk*1) paramos o processo, segundo
uma precisqo e,

d(k)—MAX‘x -x<e )
1<i<n

entdo xk & a solucdo do sistema linear.

o Computacionalmente, um numero maximo de
iteracdes tambem é critério de parada.




7.1. Método de Gauss-Jacobi

o Seja o sistema linear:

alle + a12 X2 + a13 X3 + ------ + aln X

g Xy +8pp Xy + BggXg + e + 8g Xy =D,

Se a; #0 para 1=1..n podemosisolar
X=C X+ g por separacdo da diagonal.




o lterativamente, o sistema reescreve-se como:

k1) 1 (k) (k) (k)
Xl -_ - (bl a12 X2 3.13 X3 ...... a.ln Xn )
Aqy
(k+1) _ 1 (k) (k) ()
X2 -_ (b2 3.21 Xl 323 X3 ...... - a.2n Xn )
Ay
(k+1) (k) (k) (k)
Xn — a (bn anlxl a'n2X2 B o an n—1Xn—1 )




o Desta forma temos X=C X+ ( , onde

p
0 —ap /ey e a,, /ay, b, /8y
— 8y /8y o ... —a,, /a,, | by lay
C B g I
ay,la, —a,la, ... 0 b, /&, l

Do método de Gauss-Jacobi, dado X(O) ,
Obtemos xW, .....xk+) através da relacdo
recursiva

x*H =C x® + g




o Exemplo: Seja o sistema linear
10X, +2X, + X3 =7
1X, +5X, + X3 =—8
2% +3X%X,+10 X, =6

0.7
o0Sejax?9=/-16|com £=0.05 .Portanto,
0.6
(0 ~2/10 -1/10) (7/10) ( 0.7 )
C=[-1/5 0  -1/5 g=|-8/5|=|-1.6
-1/5 -3/10 0 | | 6/10 ) | 0.6




o Substituindo

xP =-02x,” -0.1x,” +0.7=-0.2(~1.6) - 0.1(0.6) + 0.7 = 0.96
x, " =-02x? -02x, -1.6=-0.2(0.7) - 0.2 (0.6) -1.6 = -1.86
x, =-0.2%” -0.3x,"” +0.6=-0.2(0.7) —0.3(-1.6) + 0.6 = 0.94

/

(0.96 )
oSegue x%=|-1.86|. Calculando
L 094 dY =[x —x?=0.26 >0.05

d =[x —x{?1=0.26 > 0.05

dP =x{P —x{?1=0.34>0.05




(0.978 )

o Continuando x¥ =-198| com
| 0.966

d @ = MAX

1<i<n

x(?) — xi(l)‘ =0.12>¢

(0.999 )

oSegue x¥=[-1.999 | é a solucdo, pois
| 0.998

d® = MAX

1<i<n

X3 — xi(z)‘ =0.032 <¢




Critérios de Convergéncia

o Nos métodos iterativos sdo necessdarios critérios que
garantam a convergéncia.

o Um critério para a convergéncia do Método de
Gauss-Jacobi é dado pelo Critério das linhas. S

n
o Dado o sistema Ax=b , seja o, = (Z| Ay )/ ay |

j=1
j=k

oSe o= max o, <1 entdo o método de Gauss-Jacobi
1<k<n

gera uma série convergente para a solucdo do

. . 0
sistema independentemente da escolha de x©




o Exemplo: Considere o sistema ja estudado:

10X +2X, +X3=7 10 2
1X, +5X, +X; =—8 ‘ A=
2% +3%X, +10%; =6 2 310 l

o Critério das linhas:

1+1 2+3

O('1:ﬂ=0.3<:|. OCz—?ZO.4<l OL3:F:O.5<1

o Logo, a=maxa, =05<1 ‘ convergéncia OK!

1<k<n




, X, + X, =3 )
o Obsl: O sistema converge pelo método de

Gauss-Jacobi. No enfanfo, a=maxa, =1 Isto mostra que o
1<k<n

Teorema das linhas € apenas suficiente para convergéncia.

(11X, +3 X, + X3 =-2
o Obs2: O sistema 9% +2X, +2X3 =3 ‘ 0‘=£‘E‘3§,“k=4
0X, +6X, +8X, =6 )

o Contudo, osistema (5%, +2X, +2X; =3
oa=maxo, =0.8<1

equivalente converge<1x, +3x, + X; =—2 1<k<n
pelo critério das linhas! {0 X, + 6 X, +8 X, =—6




7.2. Método de Gauss-Seidel

o Seja o sistema linear:

alle + a12 X2 + a13 X3 + ------ + aln X

g Xy +8pp Xy + BggXg + e + 8g Xy =D,

Se a; #0 para 1=1..n podemosisolar
X=C X+ g por separacdo da diagonal.




o lterativamente, o sistema reescreve-se como:

k) 1 (K) (k) (K)
Xl -_— (bl a12 X2 8.13 X3 ...... aln Xn )
dyy l
k+) L (k+1) (k) (k)
X0 = (bz A Xy ApgXz "~ Aon Xy )
Ay
(k+1) (k+1) (k1) (k+1)
Xn —_— (bn - anlxl - an2 X2 ...... - an n_lxn_l )




0O Método de Gauss-Seidel € umo
variacdo do Método de Gauss-Jacobi,
pois para calcular xj(k+1)u’rilizomos oS
valores I

(k+1) (k+1) (k+1)
, X, ) Xs R

X1

ja calculados e os valores restantes

(k+1)
j+1

(k+1) (k+1)
i e Xy

X , X




Exemplo:
(5X, +1X, +1X,=5
oSeja o sistema linear < 3X; +4 X, +1X; =6

K3x1+3x2+6x3=0 5§
(0)
oSeja x@=|0|com €=0.05. Portanto,
Y
x* =(1-0.2x,% —02x,9)

(k+1)

%" =(15-0.75 . —0.25 x,*|
(0-0.5%%Y —05x,%7)

X3




Logo, a primeira iteracAo fornece

x® =(1-02x%,9 -02x%®)=1-0-0=1
x,® =(1.5-0.75 %% —0.25 X, )=15-0.75x1-0.25x 0= 0.75
Xz =(o -0.5x%" —0.5x," )= ~0.5x1-0.5x0.75=—-0.88
/ 1 \ Xl(l)—Xl(O)‘=|1—0|=1>8
x®=1 075 | m) [x,” -x,®|=0.75-0]=075>¢
~0.88
N X" = x| =|-0.88-0/=088 >
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A segunda iteracdo fornece:

w2 _

@ =1-02x%,% —02x,%)=1.03
X, = (1.5 ~0.75 x,¥ —0.25 x,* )= 0.95
%2 =(0-05x%? -05x,% )=-0.99

(1.03 )
0.95

(—0.99,

=)

' 74

@ - x| =003<e




A terceira iteracao fornece:

x® =[1-0.2x,? —02x,®)=1.01
x,® =(1.5-0.75 %, - 0.25 x,? )= 0.99
%9 =(0-05% -0.5%,® )=-1.00

(1.01 )
x® =| 0.99

| ~1.00,

=)

' 74

x? —x?|=001<¢




o Logo, apds a terceira iteracdo

(1.01 )
X =x® =| 0.99
|\ —1.00,

e solucdo do sistema considerado com erro menor
do que ¢=0.05.




8. Critérios de Convergéncia

o Nos métodos iterativos sdo necessarios critérios
gue garantam a convergéncia.

o Convergéncia para o Método de Gauss-Seidel:
1) Critério das linhas (ja visto)
2) Critério de Sassenfeld

o Os critérios acima estabelecem condicoes
suficientes para a convergéncia.




Método de Gauss-Seidel
Convergéncia - Critério de Sassenfeld

|ay, [+]a; [+K +]ay, | ilaljl

o Sejam =
J P &y | = lay |

e

|a|1|B1+|a|2 |B2 +K+|all 1|B| 1+|a||+1|+K |a

in |

Bi =

| |

_[Zlau ”3] + Zlalj |]/|a"| I—23Kn

j=i+1




Critério de Sassenfeld

o Seja

B = max{B; }

1<i<n

oSe B <1, o método de Gauss-Seidel gera uma
sequéncia convergente para qualguer x© .

o Quanto menor B, mais rdpida a convergéncia.




, : (X, +0.5X, — 0.1, + 0.1x, =0.2
o Seja o sistema: 0.2% + %, - 0.2%, — 0.1x, =26

120.1% — 0.2%, + X, +0.2x, =1.0
(0.1x; +0.3x, +0.2%3 + X, =—-2.5

4
=[Z|a1j 1/1ay [=lla, [+]as [+1ay, [I/1ay [=[0.5+0.1+0.1)/1=0.7
j2
B> _[ZlaZJ 1B + ZlaZj 1/ 18y [=llay |Bi+|as [+]axy [1/1a,; |=

j=2+1 l
! =[0.2-0.7+0.2+0.1]/1=0.44 >

Ps —[Z|331 B+ Z|331 1/1ag =118z, |Bi+las [Bo+|as [1/]ag =

j=3+1

=[0.1.0.7+0.2-0.44 +0.2]/1=0.358

[Z|a41 1B + Z|a41 1/1a4 =118y [Bit+as, [Ba+|as [Bsl/ @ |-

j=4+1

=[0.1-0.7+0.2-0.44 +0.2-0.358]/1=0.274




o Entdo,

1<i<n

de modo que o método de Gauss-Seidel converge.




o Seja o sistema:

-

N

\

2X, + X, +3%3 =9
X, +3X; =3

o Neste caso, B;=[1+3]/2=2>1
o Trocando a 19 equacdo pela terceirq,

.

)
Xy

(2X%

+3X3 =3
- X, + X3=1
+ X, +3X; =9

o Nesta disposicdo: B, =[0+3]/1=3>1




o Agora se trocarmos a 19 coluna pela terceirq,

2X1+X2 +3X3:9 (3)(3 + X1=3

< — X, + X3=1 ‘ X3 =X, + =1

X +3X3 =3 3X; + X, + 2%, =9
\

o Nesta disposicdo:

3, =[1+1]/3=1/3

3, =[1-(@1/3)+0]/1=1/3

3, =[3-(1/3)+1-(1/3)//2=2/3

B=max{B,}=2/3<1 ‘ Garantia de

convergéncia

1<i<n




. . X; +X; =3
o Seja o sistema:

o O método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia
convergente, apesar do critério das linhas ndo ser
safisfeito.

o Pelo critério de Sassenfeld I‘
B, =1/1=1 O critério de Sassenfeld
B,=1.1/3=1/3 = nao é satisfeito.

, = —

4

O critério de Sassenfeld também é

suficiente, mas nao necessario.




9. Metodos Iterativos - Comparagao

X, + X, =3

o Seja o sistema:
| {xl —3X, =-3

X1(k+1) _3_ Xék)

x (D :%(3_ Xl(k))

o Método de Gauss-Jacobi:

o Temos a sequéncia:

x(© — 0 x@ — 3 x(@ — 2 @ _ 1 (@ _ 4/3
0) 1) 2) 5/3) 4/3




X, +X, =3

o Seja o sistema: {

%mn:3_xm

o Metodo de Gauss-Seidel: (k) :£(3— x(k+1))
2 3 1

o Temos a sequéncia:

@ _[° X0 _[ 3 @ [ O
o) 2] 4/3) 14/9




o Comentdriol: As duas sequéncias convergem
para a solucdo exata do sistema x+=(@15 15).
Vejamos,

a) Gauss-Jacobi: X' =(1.33 1.33)
o) Gauss-Seidel:  x @ =(1.67 1.56)

Gauss-Seidel € mais rapida, por construcdo do

o Comentdrio 2: A convergéncia do Método de I
método.

o Comentdario 3: Embora a ordem das equacoes
num sistema linear ndo mude a solucdo exata, as
sequéncias geradas pelos Métodos de Gauss-
Jacobi e Gauss-Seidel dependem
fundamentalmente da disposicdo das equacoes.




10. Metodos Diretos e Iterativos -
Comparagao

1) Convergéncia:

o Os Métodos Diretos sdo processos finitos portanto

fornecem solucdo para qualguer sistema linear
nao-singular.

o Os Métodos lterativos t€m convergéncia
assegurada sob certas condicoes.




2) Esparsidade da Matriz:

Em problemas reais, como a discretizacdo de EDQO'’s
pelo Método de Elementos Finitos ou Diferencas Finitas,
as matrizes dos coeficientes tornam-se esparsas. A
forma de armazenamento destes dados tira proveito da
esparsidade.

o Métodos diretos em sistemas esparsos provocam o
preenchimento da matriz e no processo de
Eliminacdo (escalonamento) geram elementos ndo-
nulos, onde originalmente tinhamos elementos nulos.
Técnicas especiais de pivoteamento reduzem este
preenchimento. Fatoramento LU ddo bons resultados.
Algumas situacoes estes méetodos NGo sGo possives.

o Métodos iterativos ndo alteram a estrutura da matriz
dos coeficientes. Vantagem.




3) Erros de Arredondamento

o Métodos Diretos tém problemas de
arredondamento. Técnicas de Pivoteamento
amenizam tais erros.

o Métodos iterativos t€ém menos erros de
arredondamento, quando a convergéncia
estiver assegurada.




