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1. Infroducao

o A tabela abaixo relaciona calor especifico da
éguo com a temperatura:

T(Q) 20 |25 30 |35

Cp (cal/(g.°C)) 0.99907 0,99852  0,99826  0,99818 -

Deseja-se, por exemplo, saber:
a) o calor especifico da dgua a 33,7°C;
b) atemperatura para a qual o calor especifico € 0,99837.

‘Solugdo ) Inferpolacdo |




1. Infroducao

o A interpolacdo consiste em determinar uma
funcdo, que assume valores conhecidos em
certos pontos (nés da interpolacdo), diferente do
ajuste de curvas. B

o A classe de funcoes escolhida para a
interpolacdo é arbitrdria, e deve ser adequada
as caracteristicas que pretendemos que a funcao
POSSUQ.

o Funcdo a ser considerada:
o Polinobmios — Interpolag¢ao Polinomial




1. Infroducao

o A necessidade de se efetuar esta substituicdo
surge em varias situacoes, como por exemplo:

a) Quando sdo conhecidos somente os valores .
numeéricos da funcdo para um conjunto de
pontos e € necessario calcular o valor da
funcdo em um ponto ndo tabelado;

b) Quando a funcdo em estudo tem uma
expressao tal que operacoes como a
diferenciacdo e a integracdo sdo dificeis (ou
mesmo impossiveis) de serem realizadas.




1. Infroducao

o Na computacdo grafica: Interpretacdo de um
aplicativo de como alguma coisa deve parecer,
especialmente quando o software ndo dispoe de
dados suficientes para atender a sua requisicdo.

o Em engenharia e ciéncia, geralmente tem-se
dados pontuais obtidos a partir de uma
amostragem ou experimento. A partir de
méetodos de interpolacdo pode-se construir uma
funcdo que, aproximadamente, encaixe-se
nestes dados pontuais.




1. Infroducao

oEmbora exista um Unico polindmio de
grau n gue passa por n+t1 pontos, ha
diversas formulas matematicas para
expressa-lo.

oFormas adeqgquadas para
Implementacdo computacional:
Newton e Lagrange.




2. Existencia e Unicidade

oSejap(x)=ax"+a, X"+ .. +a,x+a,

o Das condicoes de interpolacdo, obtém-se o
sistema de (n+1) equacdes lineares.

n n-1
p(xo):anxo +dp-1Xp -I-...+3.1XO +dg =Y

n n-1
p(X1)=apXy +ap_1X; ~+..+a1X; +ap =Yy

n n-1
P(Xp)=apXp +ap.1Xp ~+..+a1X, +ag =Yy

o Quais sdo as varidveis independentes (que
desejamos obfer)e a. ou x. ¢




Demonstragcao do Teorema:
o A matriz dos coeficientes do sistema de equacoes

lineares é:

n n-1
X0 %0

...XO

1

‘ Matriz de Vandermonde

0 Det(A) = (Xg —X1) (Xg = X2) - (Xg = Xpn) (Xg = X)Xy — X3) ...

(Xl _ Xn) (Xn -1 Xn)
o Como Xy, X, ..., X, SQ0 distintos, tem-se que det(A) =0, logo o
sistema de equacdes lineares admite solucdo Unica




o O sistema de equacoes lineares pode ser
resolvido utilizando qualguer um dos métodos
(diretos ou iterativos) estudados.

o Entretanto os métodos diretos tem complexidade
de ordem cubica (O(n3)).

o E possivel expressar o problema de interpolacdo
polinomial de forma que se obtenham meios de
solucdo menos dispendiosos, com complexidade
de ordem quadrdtica (O(n?)).




o Determinar o polindmio interpolador através da
resolucdo de um sistema de equacdoes lineares €
caro computacionalmente. Entado surgem outros
méetodos de obté-lo.

olLagrange
o Newton
oHermite
oSpline




3. Interpolacao de Lagrange

oSeja um conjunto de n+1 dados {x,f(x)}.
Encontrar um polinbmio interpolador p(x)
que passe por todos os pontos

P = Lo(X). T06) +Li(X). T O+ (X). T(x)

L (x) sao polinbmios




Interpolacdo de Lagrange:

N (x-xj)
L -
K= 2 i)
1 #K

L(x)=1 e
Lk(xi)zo se,l =K




o Polindmio Interpolador de Lagrange:
Versao linear:

Q(X) = - £ (%) + 2 (%)

0 l 1 XO

oVersdo quadrdtica:

X (X X )(X X ) X )+ (X_Xo)(x_xz) X
f2( ) ( 1)(X ) f( ) (Xl_XO)(Xl_XZ) f( 1)
(X — X, (X=X, )) f (%)

_|_

(% =% XX, -




o Considere o seguinte conjunto de pontos:

X;

0

1

2

f(x;)

-2

4

12

oPontos: X, =0, x; =1 e x, =2; f(Xy) =-2; f(x;)

=4 e f(xy) =

12

I—o (X) —

(x-1).(x—=2) x*—3x+2

(0-1).00-2)

2

L (

INCEOICEr I
1-0).1-2)

—X* + 2X L, (x) =

(x-0).(x-1) x*-x

(2-0).(2-1) 2




P(X) = Lo (X). T (%) + L (x).T (%) + Ly (X). T (X;)

2 . 2 .
P(x) =2 2X+2.(—2)+—x2+2x.(4)+ ’ 2 2 .(12)

P(X) =—X*+3Xx—2—-4.X° +8X+6X* —6X

P(X) = X +5x—2




o Exemplo: Empregar o polinbmio
Inferpolador de Lagrange de primeiro e
de segundo graus para calcular In(2)
com base nos seguintes dados:

1, f(x,)=0;
4; f(x)=1386294
6, f(x,)=1791759

Xo
X1
X2




oSolucao:
Polinbmio de primeiro grau:

f(X) = ——L (%) + ——2 £ (x,)

o X1 X1_Xo

f(2) =222 0)+ 4— 11386294 = 0.4620981

1-4




oSolucao:
PolinOmio de segundo grau:

_ (X—Xl)(X—XZ) (X_Xo)(x_xz)
O e ) k)
(X—XO)(X—Xl)
(Xz o Xo)(xz o Xl) f (XZ)
_(224)(@0) ), (271)(220) 4 556594
(1-4)(1-6) (4-1)(4-6)

_I_

L2=0e-4) (1,791760 = 0,5658444

(6-1)(6—4)




o Exercicio:

o Ajuste por uma reta os seguintes pontos
(X;f(x)): (2; 3,1) e (4; 5.,6)

0| 22 o)+ 22 |6 ’
p(x)= (’2( j]su(z ;]56——155(x 4)+2,8(x-2)

p(x)=1,25x+0,6




o Exercicio:

oSejay = f(x) determinar o polindbmio que
Inferpola uma funcao dada nos pontos a
seguir utilizando o método de Lagrange e
trés casas decimais.

Y 74

0(x) = 0,667x2 - 2,333x +1




4. Interpolacao de Newton

oDiferencas Divididas de Newton:

o Seja f(x) uma funcdo continua, (n+1) vezes
diferencidvel e definida em xg, x;, ..x, (n+1)
pontos distintos de um intervalo (a, b) | S

o Definimos diferenca dividida de ordem n
de uma funcao f(x) definida nos pontos x, |
=0, 1,...n por

DX X Xaro XD = F DX X X Xy ]

fIX X, X, X ] =
[%, % ] —




o Entdo:

f[x,]= f(X) (ordem 0)

X, %] = f(x)l()_)]:(x()) (ordem 1)
10

Y 74

f[X1’ Xz]_ f[XO’ Xl]
X, = Xo

F[X% % %] = (ordem 2)

f[xl’ Xy Xa]_ f[xm Xy Xz]

L% X0, X, %] = Y —x (ordem 3)
37 Ao




o Operadores:

Ordem O Ordem 1
f [Xo]

f [Xo, X4]
f [x]

f[x1 X2]
f[x2]

f[X2, X3]
f [xa]

f [%]

Ordem 2

f [Xo, X1, X2]

f[ X1, X2, X3]




o Seja f(x) uma funcdo continua e
definida em x,, X;, ..X, (h+1) pontos
distintfos de um intervalo (a, b). O
polindOmio de grau < n baseado nas
diferencas divididas dado por:

Y 74

Py (%) = TIXo ]+ (X = Xg ). T [Xg, X ]+ (X=X ). (X = X)) T [ Xg, X, X ]+
e (X=X ) (X=X e (X=X, 1) - T[ X Xy Xy yey X




oOperadores: by = 1(%)
g 100 = Fx)
X = Xo
FO)— (%) )= (%)
b, = =% ) X =%

Pz(x) — f[XO]—I—(X—XO).f[XO, X1]+(X_Xo)-(X_X1)-f[X01 X Xz] ﬂ

fz(x) — bo +b1(X_XO) +b2(X—XO)(X—X1)

fz(x) :bo +blx_b1XO +b2X2 +b2XoX1_b2XXo _bzxxl




oFaca uma estimativa de In(2)

empregando um polindbmio interpolador
de Newton de terceiro grau utilizando os
seguintes pontos:

X, =1 f(x,)=0;

X, =4; f(x)=1386294
X,=6; f(x,)=1791759
X, =9; f(X;)=1609438




Solucdo:

0O polindbmio de terceiro grau a ser obtido
POSSUI A forma:

f3(X) — bo +b1(X— Xo) + bz (X_ Xo)(X_ X1) +b3(X— Xo)(x_ Xl)(x_ Xz) l

o As primeiras diferencas divididas para o
problema sao:

f[x,%]= 1’3822914_0 =0,4620981




1,791759-1,386294

fIx,,x]= 52 =0,2027326
[, %] = 1,6094358—2,791759: 01823216

As segundas diferencas divididas para o
problema sao:

[, X, %] = 0,202732:—2,4620981: 0.05187311
F[X0 Xy X,] = 01823216- 0,2027326: 002041100

5—4




o A terceira diferenca dividida é:

f Xy, Xy, X, X ] = — 0’0520‘;110% 0,00786552¢

o Polindbmio interpolador de Newton:

f,(x)=0+0,462098fx—-1)-0,0518731x—-1)(x —4)
+0,0078655294x —-1)(x —4)(x —6)




funcéo f(x)

-0,50

o Valor aproximado para In(2)=0,6287686

2,00 -
1,75
1,50 .
1,25
1,00 3
0,75
0,50
0,25

0,00 =

-0,25 -j-

Estlmatlva Ilnear (a)

S5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

variavel independente x

Erros relativos (lineares):
(a) 48,3%

(b) 33,3%

Erro relativo (quadratica):
18,4%

Erro relativo (cubica):
9,3%




o Exemplo

p(zo) = aopolzo) + arpi(zo) + azpe(xo)? + asps(zo)® = flzg) = 2
p(x1) = anpo(z1)+ aipr (@) + azpz(en)® + azpa(z)” = f(z1) =3
plzz) = aopolze) + arpi(z2) + azpe(e2)?® + asps(x2)’ = flzz) =4
plea) = appoles) + arpr(z3) + aspz(z3)® + azpa(as)” = flaz) =1
T f [ flzi zip] flzi, zigr, Tiqo] flei, ..o zigs]

Ty = flxo) =

flzo,z1] = 5
1 =2 flz1)=3 f[:r,n;:;r:l:mg]:%

fler,za) = & f 2o, - o] = 555
w3 =5 flez)=4 fler, @z, 23] = 5

flee, zs] = =2

3 =9 fl(xa) =1




o Exemplo

p(:l:):2+%;1:—%m(m—Z)—%m(m—Z)(m—Eﬂ

' dades  +
2euf2-n" (-2 ) 30- 17" " x-2) " (-5) 1 200 ———
4 —— .
3 .
g A
2 ‘x\ ]
\
II"'-.
1
t‘"-
L
%
Y
ll'l
5
| 1 1
1] 2 4 i 8 10




o Consideracoes Finais:

o Nos métodos que utilizam diferencas divididas
a estimativa do erro de truncamento pode ser
facilmente integrada ao algoritmo, uma vez B
que utiliza uma diferenca.

o No método de Lagrange, a estimativa do erro
de fruncamento pode ser obtida apenas se @
funcdo interpolada for conhecida
analiticamente.

o O método de Lagrange € um pouco mais
simples de ser implementado.




Trabalho

o Um automovel, viajando por uma rodovia €
cronometrado em diversas posicoes. Os dados
seguem onde tempo (s) e distancia (pés) e
velocidade (pés/s).

o Use o polindbmio de segundo grau de Lagrange e
cUbico de Newton para obter a posicdo e
velocidade do automovel guando t = 10 s.

o Plote os graficos e compare com a ferramenta
Excel.

225 383 623 993 1123
Y 77 80 74 72 78




