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1. Infroducao

o No capitulo anterior vimos uma forma de
trabalhar com uma funcdo (polindmio) definida
por uma tabela. A intferpolacdo polinomial.

o Nem sempre a interpolacdo € aconselhavel. -

. Quando se quer aproximar um valor da funcdo
fora do intervalo de tabelamento. Extrapolacado.

2. Quando os valores sdo medidas experimentais
com erros. Neste caso a funcdo deve passar
pela barra de erros ndo pelos pontos.




1. Infroducao

o Graficamente, a extrapolacdo e o gjuste por
barras de erros sao vistos abaixo:

/t) fx)=e"
‘%b Barra de

erros

£

Curva ajustada




1. Infroducao

o O primeiro passo € a coleta de dados exibindo os
valores correspondentes das variaveis. Por
exemplo, sejam x e y, respectivamente, a altura e
O peso de alunos do sexo masculino. Uma
amostra de n individuos acusaria alturas x;, X, ...,
X, € 0s correspondentes pesos Yy, Yo, .... Y-

o O segundo passo & criar um grafico dos pontos
(X1, Y1), (X9, Vo), ooer (X, Y,) €M um sistema de
coordenadas retangulares. O conjunto resultante
costuma chamar-se de diagrama de dispersdo.
Pelo diagrama de dispersdo, muitas vezes se
pode visualizar uma curva aproximativa dos
dados

/




1. Infroducao




1. Infroducao

o Temos que ajustar estas funcoes tabeladas por
uma funcao que seja uma “boa aproximacdo” e
que permita extrapolacoes com alguma margem
de seguranca. 8

o Assim, 0 objetivo deste processo € aproximar uma
funcdo f(x) por outra funcdao ¢(x), escolhida de
uma familia de funcdes ou por uma soma de
funcoes em duas situacoes distintas:

o Dominio discreto: quando a funcdo f € dada por uma
tabela de valores.

o Dominio continuo: quando a funcdo f € dada por sua
forma analitica.




1. Infroducao

o Dominio Discreto

o Dominio Continuo




1. Infroducao

o Temos que ajustar estas funcoes tabeladas por
uma funcao que seja uma “boa aproximacdo” e
que permita extrapolacoes com alguma margem
de seguranca.

o Dado 0s pontos (X, F(X1)), (Xz, F(X2)) servvees (Xpn s F (X))
num intervalo [a,b], devemos escolher funcoes
3., g5(X) , ....... , 0,(X) , e constantes

oty (X), 0ty (X)) e , o, (X)tais que a funcado

P(X) =04 91(X)+a, 9, (X)+a, 9,(X) se aproxime de f(x)

' 74




2. Metodo dos Minimos
Quadrados

o De modo geral, pode-se gjustar mais de uma
curva a determinado conjunto de dados. A fim l
de evitar critérios individuais na escolha de retas,
pardbolas, efc., € necessario chegar-se a um
CcoNnsenso quanto ao que se deve entender por

“melhor reta”, “melhor curva', etfc.

o A fim de motivar uma possivel definicdo,
consideremos a figura a seguir, em gue 0s pontos
s@o dados por (X, Yq). (Xo, Vo). oo (Xnr Vo) -




d,
(Xy,¥) X

-

o Para determinado valor x, digamos x;, haverd uma
diferenca entre o valor y, e o correspondente valor
‘ajustado”, determinado pela curva C. Denotamos tal
diferenca por d,, e chamamo-la desvio, erro ou
residuo. Uma medida da “aderéncia”, ou “validade
do agjustamento’”, da curva C aos dados do problema
é dada por

di® +dy%+..+d,°




o De todas as curvas que se aproximam de
determinado conjunto de pontos, a curva que
goza da propriedade

d.* + d,*+..+d,* = Minimo

E a melhor curva ajustadora




o Uma curva com esta propriedade se ajusta aos
dados no sentido de minimos quadrados, e €
chamada curva de minimos quadrados. Temos
entdo reta de minimos quadrados, pardbola de
Minimos quadrados, etc.

o E usual empregar a definicdo acima quando x é
a variavel independente ey € a varidvel
dependente. Se x for a varidvel dependente,
modifica-se a definicdo, considerando-se os
desvios horizontais ao invés de verficais.

o QOutra possibilidade consiste em considerar
distancias perpendiculares dos pontos
observados a curva, em lugar de distancias
horizontais ou verticais. Tal processo, entretanto,
ndo € muito usado.




oA reta dos minimos quadrados.

o Pela definicdo, temos que a reta de
Minimos quadrados que aproxima, ou

ajusta, o conjunto de pontos (x;;y;), (Xy; l
Vo). ... (X0 Y,) tem por equacdo:
y =bx+a

onde a e b sdo incognitas a serem
determinadas.







o Os valores de y na reta de minimos quadrados,
correspondente a X;; X,;...; X, SQO0

a + bx;; a + bx,;...; a + bx,

o Logo, os correspondentes desvios verticais sQo:
d, =a+bx, -y,

d,=a+bx; -y,

CIn =d +'bxn = Yn




Entdo a soma dos quadrados dos desvios é:

n

n
Z dlz — Z(E -+ bX; — _}",‘)2
=1

i=1

ou, de forma abreviada,

Zd222(3+hx—y)z

é uma funcio de a e b, isto €,

F(a, b) = Z(a—l— bx — y)?

A condicdo necessaria para que esta expressdo seja minima é
oF _ g 9F _
da — @b — -




Como
dF OF
da :ZE(HM—J’)E =) 2(a+bx—y)
oF dOF
e :Z%(.ﬁ bx —y)® =) 2x(a+bx—y)
obtemos

Z(a+bx—y)=0 = ZyzanerZx
Zx(aerx—y):O = ny=aZx+be2




o Portanto, para determinar as incognitas a e b
devemos resolver o seguinte sistema:

Zy = 3n+be
ny = 32x+b2x2 (2) l

que € chamado de equacdes normais para a reta de minimos
quadrados.
Os valores de a e b obtidos de (2) sdo dados por

)G x?) = X)) xy)
ny_ x?—(3-x)?
h — ”E?‘U’—(ZJ‘)(ZJ’)

(4)

ny_ x?— (22 x)?




o Portanto, para determinar as incognitas a e b
devemos resolver o seguinte sistema linear:

noo oY xfa | | Dy




oExemplo 1:

o A dureza (HB) para acos comuns recozidos
varia com a quantidade de perlita (um tipo de
estrutura cristalina do aco) presente.

a) Obtenha um modelo matemdatico para
descrever os dados medidos.

b) Qual a dureza do material com 90% de
Perlitae

% de Perlita | 25 | 50 | 75 | 100
Dureza (HB) | 120 | 138 | 190 | 240




o Observamos visualmente um comportamento
inear da dureza D em relacdo a porcentagem
de perlita P, logo, obteremos um modelo da

forma

2a0

2EOT

2+

18671

1504

125 +

a5

a0

75

y=bx+a

——
ing P




x = % de Perlita | y = Dureza (HB) || x? Xy
25 120 025 3000
50 138 2500 | 6900
5 190 5625 | 14250
100 240 10000 | 24000
250 688 18750 | 48150

 (EnNEXA) - xy)
a = — 69.0
ny x%— (> x)?
po_ 2 xy — (X x)(2y) 1,648

Ny 2 — (L x)2




oEntdo:
y =69+ 1,648x  ou D — 69 + 1,648P

D%
250

225 d
200 / l

175 /
150 -
"HJ/ L ]

125 '/
-

ol 25 a0 i 100 P

Substituindo P = 90 na expressao anterior temos

D — 69 + 1,648 -90 = 217,32




o0 O procedimento de minimos quadrados
para ajustes lineares pode ser estendido
para polindbmios de grau mais elevado.

oSupondo-se um polindmio de segundo
grau ou quadratico:

y=a,+aX+a,x’ +e




oPara o ajuste por uma funcdo quadrdatica
(y = g, + a;X + ax,) o sistema matricial
sera:

N ZX ZXZ__ao_ Zy
ZX ZXZ ZX3 a | = ny
D xt X ZX4__32_ > X%y




o Exemplo: Ajustar um polinomio de
segundo grau aos dados apresentados
na tabela a seguirr.
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oEntao:

X Yi Xi2 Xi3 Xi4 XY Xi2 Yi
0 2,1 0 0 0 0,0 0,0
1 7,7 1 1 1 7,7 7,7
2 13,6 4 8 16 27,2 54,4
3 27,2 9 27 81 81,6 2448
4 40,9 16 64 256 163,6 654,4
5 61,1 25 125 625 305,5 1527.,5

> % =15 Z y, =152,6 Z x> =55 Z x> =225 Z x! =979 Z Xy, = 585,6 Z Xy, = 2488,8
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
X=25  y=25433333

6 15 55](a,] ([152,6 a,| (247857
15 55 2251a =15856 \ .. {a +={2,35929}
: 55 225 979|(a,| |24888 a,] |186071 s

y = 2,47857 + 2,35929x +1,86071x"




oSolucao:

Y =2,47857+2,35929 X+1,86071 X°
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o Ajuste os dados abaixo pelo método de
mMinimos quadrados utilizando: (a) uma
reta; (b) uma pardbola. Trace as duas
curvas no grafico de dispersdo dos dados.

2 [ 3] 4 5] 6| 7
| y 06 | 00|08 12|15 | 1,7 )

¢

’ Respostas:

(a) y = 0,12667 + 0,22000x
(b) y = 0,46714 + 0,04321x + 0,01964x>




