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Resumo—No projeto de circuitos eletrénicos a analise
numeérica e a simulacdo sdo importantes para validar e
prever o comportamento do circuito. Em altas frequéncias
e em circuitos com elementos nédo lineares, aumenta-se a
complexidade das analises e das simulages, entdo, faz-se
necessario o uso de ferramentas como o equilibrio
harmonico (ou HB, do inglés Harmonic Balance) para
reduzir essa complexidade. O objetivo desse artigo é
investigar como tratar as ndo linearidades no dominio da
frequéncia, pois tradicionalmente no HB elas séo tratadas
no dominio do tempo. Para o desenvolvimento da pesquisa
foi escolhido um circuito teste simplificado com um
elemento néo linear e aplicada a analise nodal modificada
para se obter equacdes diferenciais que descrevem seu
comportamento no tempo. Considerou-se uma néo
linearidade polinomial de segunda ordem, mas analises
semelhantes as desenvolvidas podem ser aplicadas a ordens
superiores. O HB tradicional foi utilizado no circuito teste
e foi desenvolvido e aplicado o HB que trata as néo
linearidades no dominio da frequéncia, através de
manipulacfes trigonométricas. O calculo exato da ndo
linearidade também foi feito, de modo a ser um parametro
de comparacao. Considerando duas harmonicas na analise,
obteve-se um erro quadratico médio (ou MSE, do inglés
Mean Square Error) 50% menor para o método da
frequéncia, em relacdo ao método do tempo, e ao aumentar
0 numero de harmdnicas para quatro, obteve-se um MSE
11% menor para o método da frequéncia. Portanto, o valor
da corrente no elemento n&o linear encontrado com o
método da frequéncia e do tempo diferiram do calculo exato
devido as aproximagdes presentes em ambos os métodos,
que diminuem ao aumentar a ordem de truncamento
polinomial, e 0 menor MSE foi obtido com o0 método da nédo
linearidade no dominio da frequéncia.

I. INTRODUCAO

Entre as diversas etapas que constituem o projeto de
circuitos eletrdnicos estd a simulagdo computacional,
sendo esta essencial atualmente para um resultado
satisfatdrio. A simulacdo pode obter informacfes sobre a
resposta do circuito com diferentes valores dos
componentes e das variaveis de entrada. Deste modo, é
possivel escolher a melhor configuracdo ou realizar as
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devidas alteragdes no circuito. Quando uma simula¢do com
modelos matematicos coerentes e precisos € aplicada,
aumenta-se a possibilidade de o comportamento real do
circuito estar condizente com os resultados das simulacdes,
podendo se prever o comportamento do circuito antes da
etapa de fabricacéo e testes [1].

Os elementos de um circuito podem ser classificados
entre componentes ativos, que fornecem energia de alguma
forma para o circuito, como fontes e transistores, ou
componentes passivos, que nao fornecem energia, mas
podem armazena-la ou retardar a corrente, como resistores
e capacitores. Outra classificacdo possivel é entre
componentes lineares e ndo lineares. Esta forma de
classificacdo considera se a relacdo entre corrente e tensao
do componente é linear ou ndo. O resistor, por exemplo, é
um elemento linear, pois com a lei de Ohm é possivel
descrever a relacdo entre corrente e tensdo de forma linear.
A analise de elementos ndo lineares requer procedimentos
matematicos especificos, como a linearizacdo do
comportamento do componente em alguns instantes para
reduzir a complexidade.

A anélise de circuitos é importante para se obter um
conjunto de equagdes que descrevem o comportamento do
circuito, sendo que os principais métodos utilizados sdo a
analise nodal e a analise de malhas. O primeiro método
utiliza a lei de Kirchhoff para corrente, que diz ser nulo o
somatorio das correntes que incidem em um né (unido de
dois ou mais componentes). Ja o segundo método utiliza a
lei de Kirchhoff para tensdes, que diz ser nulo o somatério
das tensdes ao longo de uma malha (caminho fechado de
um circuito) [2]. Para circuitos com componentes onde nao
¢ possivel estabelecer uma relacdo direta entre tensdo e
corrente, como fontes de tenséo ou elementos ndo lineares,
utiliza-se a Analise Nodal Modificada (ANM), definindo
como incégnitas as correntes desses elementos, além das
tensdes nodais. Aplicando esses métodos em circuitos com
capacitores e indutores, sera necessaria uma analise de
regime transitério, onde o tempo é dividido em partes
menores e para cada instante de tempo é encontrado um
conjunto de equacBes diferenciais. Para circuitos com
elementos ndo lineares, o conjunto solucdo terd equacdes
ndo lineares. Em circuitos de corrente alternada com
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elementos lineares, deve-se aplicar uma analise fasorial,
pois componentes como capacitores e indutores deverdo
ser analisados com base na reaténcia capacitiva e indutiva,
representada por nimeros complexos. Para circuitos ndo
lineares que estdo sujeitos a estimulos periédicos no tempo,
métodos de andalise como o equilibrio harménico (ou HB,
do inglés Harmonic Balance) se tornam mais Uteis do que
a analise em regime transitorio. No HB tradicional, as ndo
linearidades sdo tratadas no dominio do tempo, enquanto
que as dindmicas sdo tratadas no dominio da frequéncia. O
objetivo desta pesquisa cientifica foi investigar como
aplicar ndo linearidades polinomiais no dominio da
frequéncia.

I1. ANALISE DE EQUILIBRIO HARMONICO

O HB é um método numérico utilizado para analises de
circuitos ndo lineares que operam em altas frequéncias,
pois reduz a complexidade computacional das simulagdes
[3]. Nesse método, as tensdes e correntes do circuito que
variam no tempo podem ser modeladas como a soma de
SeNos e cossenos mais uma constante (Xo) [4], explicitado
pela formula

X(t) =X, + i[xhs sin(ha,t) + X, cos(he )], (1)

onde o0 x representa uma tensdo ou corrente. Os valores Xps
e Xpc sdo amplitudes constantes de senos e cossenos,
respectivamente, e independentes entre si. JA 0o H
representa 0 numero de harmonicas consideradas na
analise, sendo que isso deve ser definido previamente, e

o, =2rf,, 2
com f; sendo a frequéncia fundamental do circuito.

No HB, cada incognita do circuito que varia no tempo
tendo sido definida utilizando a ANM, por exemplo, é
transformada em (2H+1) incognitas que sdo constantes e
representam as amplitudes de senos e cossenos mais a
constante Xo. Consequentemente, cada equagdo definida
com a ANM devera ser transformada em (2H+1) equacbes
que estardo no dominio da frequéncia, pois as incognitas
agora nao dependem do tempo.

Para elementos dinamicos, deve-se também considerar
na analise uma matriz jacobiana quadrada de ordem
(2H+1), pois as derivadas presentes nas equagdes
caracteristicas desses elementos devem ser tratadas no
dominio da frequéncia [5].

I1l. TRATAMENTO DA NAO LINEARIDADE NO HB

As andlises desenvolvidas nesse artigo sdo validas
somente para ndo linearidades polinomiais. O estudo de
caso considerou uma ndo linearidade polinomial de
segunda ordem, mas um procedimento semelhante ao
apresentado poderia ser aplicado a ordens polinomiais
superiores, utilizando as manipulaces trigonométricas
para encontrar a expressdo analitica de x", sendo n um
ndmero inteiro maior que dois.

A. Dominio do tempo

Para circuitos ndo lineares, a analise no dominio do
tempo é feita dividindo o periodo fundamental em (2H+1)
intervalos de tempo igualmente espacados e multiplicando
uma matriz contendo os valores de senos e cossenos que
variam no tempo (F) por um vetor coluna com a constante
Xo e as amplitudes dos senos e cossenos [5], expresso por

I x(t,) ] Xo

x(t,) Xic

X(t,) [=Fx| X5 | 3
| X(ton0) | Xys |

A matriz F pode ser generalizada como:
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B. Dominio da freqliencia

Dado um sinal x(t) truncado na harmonica H, foram
feitas manipulac@es trigonométricas para se obter a forma
analitica de x2(t), representada por

y) =x*t)=f@®)" =Y, (5)
onde f(t)™ é o vetor coluna transposto de (2H+1) colunas
contendo valores de senos e cossenos que variam no tempo
e Y é um vetor coluna de (2H+1) linhas em fungéo de w,,
da constante Xo e das amplitudes de senos e cossenos.
Ap0s desprezar todas as harmdnicas superiores a H em
x2(t), chegou-se a:

fO =1 cos(meayt) sin(mgmt) cos(Meat) .. sinmuwt)], (6)
como vetor coluna transposto em funcdo de senos e
cossenos e Y foi dividido como a soma de dois vetores

coluna:

Y=Y, +Y,. (7
O Y1 contém todos os casos onde, para cada termo a partir
da segunda linha, subtraindo o indice do segundo X pelo
indice do primeiro X, obtém-se sempre m, onde m é um
determinado multiplo de w, em f(t)". Por exemplo,

subtraindo os indices do termo x (h-meys Xns» PTESENtE NA

segunda linha de Y1, temos que [h—(h—m,)]=m, € m,
€ multiplo de w. em cos(m.w.t), presente na segunda
coluna de f (). Os indices S e C indicam se X é uma
amplitude de seno ou cosseno, respectivamente, assim
como em x(t), e a primeira linha de Y1 é um caso particular

por apresentar os termos divididos por 2 e elevados ao
guadrado, conforme:



h=1

g
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JaoY; Contem 0s casos onde, para cada termo a partir da
segunda linha, somando o indice do segundo X com o
indice do primeiro X, obtém-se sempre m. Para 0 Y- existe
uma restricéo a ser considerada nas somatdrias. Os termos
somente serdo somados nas linhas da matriz Y, quando i +
j = m. Por exemplo, para H = 4, a nona linha dessa matriz
terd m = 4 e os termos considerados na somatoria serdo
X25X50, X10X35,X15X3¢ , pois a soma dos indices é 4.
Termos como X;¢X,-0uU X,-X35 mesmo estando dentro
das somatorias serdo desconsiderados, por conta da
restricdo, de acordo com:

Yz = ' (9)

Desse modo, Y pode ser representado por somatorias
em vetores coluna que tém seu comportamento previsivel
para qualquer valor de H. Além disso, as (2H+1)
amplitudes de x%(t) dependem diretamente das (2H+1)
amplitudes de x(t), ndo necessitando de nenhuma
transformacéo de tempo para frequéncia ou vice-versa.

IV. RESULTADOS E DISCUSSOES

O circuito teste escolhido para as andlises tem seu
esquematico representado pela Figura 1 e apresenta uma
fonte de tensdo independente (vi), um resistor (R) de 377 Q
e um indutor saturdvel (L) que representa um elemento
passivo e ndo linear. A tensdo na fonte pode ser expressa
por:

v (1) =V, sin(2z f t + @), (10)
sendo a tensdo de pico (Vp) igual a 440 V, a frequéncia

fundamental (fc) igual a 60 Hz e a defasagem angular da
tensdo de pico (¢) igual a 0°. Devido a ndo linearidade

considerada nessa pesquisa ser polinomial e de segunda
ordem, a expressdo que representa a tensdo no indutor serd

v =90 a

Para encontrar as equagBes que descrevem 0O
comportamento do circuito em funcdo do tempo, foi
utilizada a ANM, tendo como incognitas as tensdes nodais
Va, Vb € Vres € as correntes |y, Ir e Iy, também representadas
na Figura 1.

1 T v (1) L) g TI, i

I

Fig. 1.Circuito teste

Como Vrer =0V, por ser uma tenséo de referéncia, e
Ir = It = -1, pode-se obter o0 seguinte sistema de equacdes
para o circuito teste utilizando a ANM, que foi resolvido
pelo software MATLAB utilizando a rotina fsolve:
377

VaeVo |

377t : (12)
d(.®)

dt
V, —440sin(1207t) =0

v, - =0

Para comparar os dois diferentes tratamentos da nédo
linearidade, o método do tempo e 0 método da frequéncia,
foi utilizado um mesmo H, primeiro definindo-o como 2 e
depois como 4. A Figura 2 mostra a corrente no indutor
(1) em funcdo do tempo para os dois diferentes métodos
comH=2.

Tempo
L5r Frequéncia

2 L L L L n L
0 0.002  0.004 0.006 0.008  0.01 0.012  0.014 0.016

Tempo (s)

Fig. 2.Corrente I para ambos os métodos com H = 2

Observa-se que as curvas na Figura 2 ndo coincidem,
ou seja, o valor da corrente no indutor é diferente para 0s
métodos. A Figura 3 contém trés diferentes formas de
calcular 1.2, utilizando o método do tempo, o método da
frequéncia e o calculo exato, ainda com H = 2. Para o



tratamento da ndo linearidade no dominio da frequéncia,
ocorre uma aproximacao ao desconsiderar as harmonicas
superiores, ou seja, tanto o I, quanto o 1.2 terdo sempre a
mesma quantidade de harménicas. Ja para o tratamento da
ndo linearidade no dominio do tempo, a aproximacgdo
ocorre ao discretizar o tempo e usar as matrizes F e sua
inversa. O calculo exato foi realizado elevando ao
quadrado individualmente cada amostra no tempo para ser
um parametro de comparagdo. Logo, o valor da corrente
no indutor é diferente para ambos os métodos devido as
aproximacdes inerentes aos métodos. Com a finalidade de
quantificar o erro dos diferentes métodos em relacdo ao
calculo exato, obteve-se o erro quadratico médio (ou MSE,
do inglés Mean Square Error) de 0,5839 para o método da
frequéncia e 1,1571 para 0 método do tempo.

Frequéncia
Tempo
Calculo exato

0 0.002  0.004 0.006 0.008  0.01 0.012  0.014 0.016

Tempo (s)

Fig. 3. Diferentes formas de calcular x?(t) com H = 2

A anélise do circuito também foi feita considerando o
H como 4, pois ao aumentar o truncamento polinomial,
espera-se que ambos 0s métodos sejam mais precisos,
visto que normalmente nos circuitos os valores das
amplitudos diminuem conforme a ordem da harmdmica
aumenta [6]. A Figura 4 representa a corrente no indutor
(1) em fungdo do tempo para os dois diferentes métodos
com H =4, sendo possivel observar que as curvas também
ndo coincidem e os valores da corrente no indutor séo
diferentes entre os métodos.

4 )
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0 0.002  0.004 0.006 0.008  0.01 0.012  0.014 0.016

Tempo (s)

Fig. 4.Corrente I, para ambos os métodos com H = 4

Observando a Figura 5, que contém as diferentes
formas de calcular 1.2 com H = 4, é possivel perceber que
ainda existe uma diferenca entre os métodos devido as
aproximacdes, mas 0 MSE para 0 método da frequéncia é
de 0,4169 e o MSE para 0 método do tempo é de 0,4703,
erros ambos menores em relagdo a H = 2.

Frequéncia
Tempo
Calculo exato
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Fig. 5.Diferentes formas de calcular x3(t) com H = 4

V. CONCLUSOES

Esse artigo apresentou como tratar ndo linearidades
polinomiais no dominio da frequéncia utilizando o HB,
gue foi comparado com o método tradicional de analise no
dominio do tempo. Ambos os métodos apresentaram erros
em relacdo ao célculo exato das varidveis de elementos
ndo lineares, devido as aproximagdes necessarias.
Considerando duas harmonicas, obteve-se um MSE de
0,5839 para o método da frequéncia e 1,1571 para o
método do tempo. Também foi observado que, ao
aumentar as harmonicas avaliadas na analise, ambos 0s
métodos se tornaram mais precisos, pois 0 MSE obtido
considerando quatro harménicas foi de 0,4169 para o
método da frequéncia e 0,4703 para o método do tempo.
Portanto, foi possivel realizar simulagdes em circuitos com
nao linearidades polinomiais de segunda ordem com erros
menores em relacdo ao método tradicional de analise.
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